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1.1 Um pouco da histéria dos niimeros complexos.

Considere-se a seguinte equacao
224+ 2245=0.

Aplicando precipitadamente a férmula resolvente para equagoes quadréticas obtemos as rai-

zes:
z=—14++v/—-4 ¢ z=-1-—+—4.

Do ponto de vista da andlise real o simbolo /—4 nao estd definido e por outro lado a
identificacao da expressao 22 + 2z +5 com o grafico de uma pardbola retira qualquer divida
sobre o facto da equacao 22 + 2z + 5 = 0 nao ter raizes reais.

Contudo, se utilizarmos as seguintes as regras formais:
Ve =l Va1 e (VET) =1,
obtemos objectos "imaginarios"
z=—1+v—4=—-1+2/-1,

que podem ser considerados raizes da equacao 22 +2z45 = 0. De facto, formalmente temos:

(~1£2V=1) " +2(-1+2V=1) 45 = 1F4/—1—-4—2+44/=1+5
= 0.

Este tipo de consideracoes teve uma importancia histérica na resolucao de equacgoes, nao do
segundo grau (que eram bem compreendidas na altura), mas do terceiro grau quando ainda
se desconhecia uma forma de resolucao geral destas equacoes.

No século XVI, o matemético Cardano aperfeicoou uma misteriosa férmula resolvente para
equagoes do 3° grau (férmula de Cardano). Esta férmula aplica-se a equagoes da formal
normal 22 + px + ¢ = 0 e escreve-se (em notagao actual)

pl s q  |¢® PP

—u—L2= d Y i 7

rT=u 3% onde u \/2+ 4+27
P3

Contudo, embora esta formula funcionasse muito bem em certos casos (5 > —%), havia
outros (g—i < —%) em que a férmula envolvia as imagindrias raizes quadradas de nimeros
negativas. O caso era ainda mais misterioso pois eram conhecidos exemplos de equacoes
cubicas com trés raizes reais em que a referida féormula supostamente nao funcionava por

envolver raizes quadradas de niimeros negativos.

IQualquer equacio do 3° grau se pode transformar numa equacio com esta forma através de uma mudanca,
de varidveis linear.
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Exemplo 1.1 Para a equacao
2® — 150 —4 =0, (1.1)

G. Cardano (principio do séc. XVI) obteve a solugao®

T = </2+\/—121+</2—\/—121.

Mais tarde R. Bombelli (meados do séc. XVI) observou que formalmente

2+ v=1)" =2+ 11V=1 =2+ V—121

(2—v=1)’=2-v=i21

Pelo que uma solugao da equagao (1.1) é

T o= 2+4V-1+2—+—1

= 4

As outras duas solugoes (reais!), 243 e—-2—3 podem ser obtidas de forma semelhante
ou através da regra de Ruffini.

O mistério adensava-se. Sé no principio do séc. XIX é que Gauss e outros matematicos,
conseguiram um avanco significativo neste problema, identificando cada mimero imaginério
da forma z +y+/—1 com um ponto (z,y) do plano (real- R?). Outra barreira psicoldgica que
foi ultrapassada, foi a de ver o stmbolo v/—1, nao como uma raiz inexistente de uma certa
equacao, mas como um numero de pleno direito, designado por 7, que era exterior ao corpo
de nimeros reais conhecidos, e que satisfazia a propriedade i2 = —1. Portanto, por um lado
concretizou-se com uma interpretacao geométrica, por outro lado idealizou-se alargando o
conceito de niimero.

2Fazendo z = u + v, vem 23 = u> + v + 3uwvz, pelo que a equacio fica
u? 4 % 4 3uvz — 152 — 4 = 0.

Esta é satisfeita se

¥

v -4=0
uv =5

donde se obtém a equacdo quadratica em u®:

u® —4u? +125 = 0.

Resolvendo esta equagio ficamos com u® = 24 /—121. Determinado as trés raizes ctibicas de (por exemplo)
2 4 +/—121 obtemos as trés solugoes da equagao ciibica original através de

5
z=424+ V120 + ——
Y2 +v/—121
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1.2 Propriedades algébricas e geométricas

Os nimeros complexos (ou nimeros imagindrios) podem ser vistos como o conjunto dos
pontos do plano (Plano complexo ou diagrama de Argand) munidos da adigao vectorial e de
um produto abaixo descrito. Temos pois uma identificacio natural entre R? e C:

(a,b) < a+1b.

Os numeros complexos formam um corpo
C={z+iy:zeRyecR},
munido da soma
21+ 20 = (21 +iy1) + (w2 + ty2) = 1 + 22 + 7 (Y1 + Y2)
e do produto
2129 = (21 + 1y1) (w2 + iy2) = 102 — Y1y2 + 1 (122 + 21Y2) -
Note-se que a soma é a soma vectorial usual e o produto generaliza o produto de um escalar

por um vector (y; = 0).

Dar um nimero complexo z € C, z = x + iy, é portanto dar um par de nimeros reais,
z,y € R, designados respectivamente por parte real ( x = Rez) e por parte imagingria
(y = Im 2) desse niimero complexo z. Note-se que z = Rez +ilmz e que Im z € R.

O eixo real {z € C: Imz = 0} corresponde ao eixo das abcissas, que pode ser considerado
o conjunto dos niimeros reais R como subconjunto do plano C dos niimeros complexos ( se
r € R, entdo z = x 4+ i0 € C), notando que a soma e o produto em R sdo a restricao da
soma e do produto em C (y; =0 e y2 = 0).

Da mesma forma temos o eixo imagindrio {z € C : Rez = 0} corresponde ao eixo das coor-
denadas.

O conjugado de um nimero complexo z = x+iy é o nimero complexo z = z—iy = x+i(—y).
Corresponde ao ponto que se obtém por simetria em relacao ao eixo real. Munidos desta
operacao podemos escrever

zZ+z z—Z

Rez =

E imediato verificar a seguinte propriedade

2179 = 21 %9,

i. e. o conjugado do produto é igual ao produto dos conjugados. Do mesmo modo se verifica
que o produto de um nimero pelo seu conjugado ¢ sempre um nimero real nao negativo:

zE:xQ—i—yQ.
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O Mdédulo de um nimero complexo é definido por

2| = V2z = Va2 + y?

corresponde & norma em R2?. O mddulo da diferenca entre dois mimeros complexos z; =
Ty + 1y € 29 = X9 + 1ys € igual, portanto, a distancia entre os pontos do plano que estes
nimeros representam

21— 2] = /(21 — 222 + (3 — )

Por outro lado, se Imz = y = 0, entdo |z| = Va? = |z|, concluindo-se que o médulo de um
nimero complexo é também a generalizagao da fungao moédulo real de varidvel real.

Temos entao que |z| € um mimero real nao negativo, sendo nulo apenas no caso z = 0. Temos
ainda as seguintes propriedades bem conhecidas:

lz1] = [z2ll < |21+ 22| < [z] + |22
(desigualdade triangular) e

max {|Re z|, [Imz|} < |z| < |Rez| + |Im 2|

|21 22| = [21] |22
(o médulo do produto é igual ao produto dos médulos), de facto

2 — - — 2 2
122" =nmlis =022 =021 2% = |2 |2 .
|21 20" = 212071 25 = 21202120 = 21 21 22 23 = | 21| |22

Facilmente se verifica que C é um corpo em que o elemento neutro da adicao ¢ 0 =0+ 0 e

o elemento neutro de multiplicagdo é 1 = 1+ ¢0. Em particular para cada z € C\ {0} existe

um (tinico) inverso w € C (i. e. wz =1 ouw = — = 271), que facilmente se verifica ser
z

dado pela expressao

— 2 .
De facto #zz = # |z|” = 1. Ou seja

L =1 z _
T+ = —1
( y) x2+y2 $2+y2

Sendo C um corpo, tal como R, diferencia-se deste, porque C nao é ordenado. Por outro
lado a diferenca com R? consiste na operacao produto; em C a multiplicacao de dois pontos
do plano é ainda um ponto do plano.



