Anédlise Matemaética IV
LEAN, LEC
1° Semestre de 2004/05

Problemas para a aula prética

4% Semana,

1. Considere o caminho 7, que consiste no segmento de recta unindo o ponto inicial 0 ao
ponto final v/2¢"™/%, e considere também o caminho 7, entre esses mesmos pontos dado
pela pardbola ¢ — ¢ + it>.

a) Calcule, utilizando a defini¢ao, / 22dz, com k = 1,2.
Tk

b) Calcule / zZdz com k =1,2.

Tk
c) Comente os resultados que obteve nas alineas anteriores.

2. Seja '
f(z) = - exp[(—1+id)logz] , |2]>0 e 0<argz<2rm

Calcule

f(z)dz

|z[=1

onde a curva |z| = 1 é percorrida no sentido positivo.

3. Seja y(t) = Re™ para 0 < t < m. Mostre que se R > 2, entao

/ 222 —1 R(2R*+1)
—————dz| <7
L2t + 5224+ 4 (R2 —1)(R? — 4)

4. Seja I' € C a elipse |z —i| + |z — 2i| = 2, percorrida no sentido positivo. Calcule

9 o 25 622 cos? z
a) 7{2562 O Edz b) 7{7 dz

2z —am
T r

) Z{ﬁdz d) Z{%dz

5. Seja I' C C a circunferéncia |z + i| = 1, percorrida no sentido positivo. Calcule o valor

do integral
7{ 1@ .
r (z+1)3

onde funcao f(z) ¢ uma fun¢ao analitica tal que

Re f(x 4 iy) = €Y cos z.



6. Considere a seguinte funcao u : R? — R:
u(z,y) =2° +y° — 3ay(z +y)

a) Mostre que u é uma fungao harmoénica.

b) Determine a fungdo harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

c) Calcule
% flz) ..
c(z— 1)2 ’

onde f(z) = u(z,y)+iv(z,y), z = x+iye C éacurva{z € C : |z]| = 2} percorrida
no sentido positivo.

7. Considere a fungao u : R*— R, definida pela férmula u (z,y) = az? + By* + yzy, onde
«, 3 e v sao constantes reais.

a) Determine «, 3 e 7 de modo a que u seja a parte real de uma fungao analitica f

que satisfaz a igualdade:
ff(i—1)=1+1.

b) Utilizando uma funcdo f com as propriedades impostas na alinea anterior calcule
os integrais

, .
cz(z+1) c(z—1-1)
onde C' designa a elipse |z — 1|+|z — i| = 3 percorrida uma vez no sentido positivo.

8. Considere a fungao g : C — C definida por g(z) = z(2* + 2% — |2|*), e sejam u e v
fungoes de R? em R tais que u(z,y) = Re[g(z + iy)] e v(z,y) = Im [g(z + iy)].

a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagoes de Cauchy—
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da fungao g?
b) Mostre que u é uma fun¢ao harménica.

c¢) Determine uma fungao f : C — C, analitica em C, tal que Re (f) = u.

o 1 n
9. Para que valores de z é a série Z (1 + —) convergente?
z
n=0

10. Determine o interior da regiao de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

a) 3 M b)

oo

1
- 1—4)"
nn(z-l- 7)

SEEDY 7(2(:!;2 f) ,; 5" (32 + 2i)”



