ANALISE MATEMATICA IV
2° semestre de 03/04 (cursos: LEAN, LEBL, LEQ, LQ)

3° Teste, 22 de Junho 2004

Nome: Sala:

Ne: Rubrica (DOCENTE):

Curso:

Bl Este teste tem quatro questoes que devem ser resolvidas nas préprias folhas do enunciado.
B Nao é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta ou maquinas calculadoras.
B Desligue e guarde o seu telemével.

B Escreva a tinta escura e claramente.

B Justifique sempre os seus cdlculos de forma sucinta.

B Cotacoes: 1. — 15 p. 2. — 15 p. 3. — 15 p. 4. — 20 p.

v

1. Determine a solucao do seguinte problema nao linear de valor inicial

j=—9’seny comy(0)=7m e 7(0)=—1.

Indique o intervalo maximo de definigao.

Resolucgao:
Seja v tal que ¥ = v (y). Entao §j = v'v, v (7) = —1 e a equagao fica

v'v = —v?seny.

atendendo que v # 0 numa vizinhanc¢a da condi¢ao inicial, temos

v

—— =Sseny < — = —Ccosy+c
v v
onde a constante ¢ é determinada pela condigao v (7) = —1, ou seja ¢ = —2. Portanto
-1
vV=———e
2+ cosy
.o =1
Y= 9 cos Y

Donde (2 + cosy) y = —1 e integrando esta relagao vem 2y +seny = —t+k ecomoy (0) =7
deduz-se
2y +seny = —t + 2.

A fungao F (z) = 2z + cos z, satisfaz as seguintes propriedades:

F'(z)=2—senz >0, lim F(z)=-00 e lim F(z)=+cc.

T——00 T—+00

Pelo que F' () é estritamente crescente. Entao, sendo uma funcao continua, é injectiva e,
pelos limites calculados, é sobrejectiva. Concluindo-se que esta fungao é invertivel em R.
Seja entao F~!: R — R a fungao inversa de F' (x). Podemos agora escrever

y(t) = F~1 (=t 4 2m),

e concluir que o intervalo de definigdo (méximo) desta solugao é R.
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2. Determine a solucao do seguinte problema de valor inicial

j+y=e"—sent comy(0)=1 e y(0)=1.

Resolucgao:

O polinémio caracteristico da equacio homogénea correspondente & A2 4-1 = (A — i) (A + 7).
Por outro lado a funcao e! — sent é solugao de uma equacao linear homogénea com po-
linémio caracteristico (A — 1) (A —i) (A+4). Pelo que a solugao y (t) do problema pro-
posto é também solugao de uma equacao linear homogénea com polinémio caracteristico
(A—1) (A —1i)* (A +14)? e portanto

y (t) = Oy cost + Cysent + at cost + fBtsent + ye'.
Entao

Jt+y = (atcost+ﬁtsent+7€) + atcost + Btsent + ye'
= (a-l—ﬁt Cost-l—(ﬁ—at)sent-l—'yet)/+atcost+ﬁtsent+7€t
= ( 203 — at) cost — (2a+ﬂt)sent+fy€) + atcost + Btsent + ye
= 2Bcost —2asent + 2ye'

Peloqueﬁ:0,a:%e’y:%. Donde

t et 1
y () :C’lcost+Cgsent+§cost+§ e y(0) =C1_|_57

1 t ¢
y(t):—Clsent+Cgcost+§cost—§sent+5 e y(0)=Cy+1.

Usando as condigoes iniciais vem C = % e Cy, =0, donde

(€' + (1 +1t)cost).

[\.’Jlr—t

y(t) =



3. Considere a funcao f (z) = senx definida no intervalo [0, 7r]. Desenvolva esta fungao
a) em série de senos, b) em série de Fourier e ¢) em série de cosenos.

Resolugao:

a) Obviamente que a funcao ja estd desenvolvida em série de senos (o prolongamento
fmpar de f é a fungao sen z definida no intervalo [—m, 7] e o prolongamento periédico desta
é ainda dado pela expressao sen z agora com dominio R). Pelo que a série de senos de f é

senx

b) Série de Fourier (o prolongamento periédico de f é [senz|)

2

™

by

/ sen (z) sen (2nx) dz
0

(de acordo com a alinea anterior). Por outro lado!

0

a, = 2 /7r sen (z) cos (2nz) dx = 2 /7r e __e Tt et dx
T Jo T Jo 21 2
_ 2L " (ei(Qn-i—l)m _ ei?n—Nz | o=i(2n—1)z _ e—i(2n+1)z) dr
1 Jo
1 ei(Qn—i—l)ﬁ -1 ei(2n—1)7r -1 e—i(2n—1)7r -1 e—i(2n+1)7r —1
- 22_7r< i(2n+1)  i@n—1) | —i2n—-1)  —i(2n+1) )
1 —2 2 —2 2
T 2in (i(2n+1) Tien—n T Sien-n T —i(2n+1))
1/ 2 2
T <2n+1 _2n—1)
1 4
T 71— 4n?

Pelo que a série de Fourier de f é

2 4 XX cos (2nx)
ERE DD )

c¢) Série de cosenos (o prolongamento par de f é a fungao |senz| definida no intervalo
[—7, 7] e o prolongamento periddico desta é ainda dado pela expressdo |sen x| agora com
dominio R). De acordo com a alinea anterior a série de cosenos de f ¢é

2 <2 + 4n? / sen () cos (2nx) d:c)
™ 0

2 4 X cos (2nx)
SR D Sy v
10u
an, = % / sen (x) cos (2nz) de = % ([— cos (z) cos (2nz)] — 2n/ cos (z) sen (2nz) dm)
0 0
= % <2 —2n ([sen (z) sen (2nz)]f — 2n/ sen (z) cos (2nz) d:c)) =
0
= 4 + 4n®a,,
™
donde a,, = 4
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4. Resolva formalmente o seguinte problema com condigoes fronteira e valores iniciais:

((0%u  O%u
=—+u parate R ex€]0,n|

oz ot

Ou ou

0=t (6w =0 panate

ou
\ u(0,z) =senz e i (0,z) =0 parax € ]0,n|
Resolugao:
0? 0? 0

Procurando solucoes separadas de 8_901; = (’3_7: + u, com (’3_Z (t,0) = % (t,m) =0, temos

para u (t,z) =T (t) X (z),
THX"(x)=T"t)X (2)+T @)X (), com X' (0)=X'(m)=0.

Entao
X"(x) =0 X (z), com X' (0)=X'(r)=0.

T (t)+ T (t) = o T ()

onde o é uma constante real.

O problema em X s6 tem solucoes nao triviais se ¢ = —n? para algum n € Ny. De
facto se 0 = 0 vem X () = a + bz, e as condigoes fronteira impdem b = 0, obtendo-se uma
solugao constante X (x) = a. Se pelo contririo o # 0, entao as solugoes de X" — o X = 0
sio X (z) = aeV?® + be~V7%; portanto X' (z) = /o (aeV"® — be~V7®)condicdes fronteira
impdem a = b e (para a # 0) €2V°™ = 1, ou seja /o = in e 0 = —n?.

Para ¢ = —n? . Por um lado temos X (z) = K cos(nz), onde K é uma constante
arbitraria e por outro

T"(t)+ (1+n*) T (t) =0,
que tem polinémio caracteristico P (A) = A*+14+n? = (A — iv/1 + n2) (A + V1 + n?). Pelo

e T(t) = Acos (VIF ) + Bsen (Vigit)

onde A e B sao constantes arbitrérias.
Encontramos entao as seguintes solugoes

X (x) =Kcos(nz) e T(t)= Acos (\/mt) + Bsen (mt) :

Fazendo combinagoes lineares destas solugoes separadas X (z) T (t), obtemos a seguinte so-
lucao formal, aonde o, e [3,, sao constantes,

u(t,z) = % + Z (an Cos (\/1 + n2t) + 3, sen (\/ 1+ th)) cos (nx) .
n=1
Usando agora a primeira condi¢ao inicial obtemos

u(0,x) = % + Zancos (nx) =senwx.

n=1



De acordo com a questao anterior vem

4 1
oy = — )
w1 —4n?

Derivando em ordem a t a expressao de u (¢, z) vem

%(t,x)=im( ansen(mt)-lrﬂ (‘OS(V1+”15))<‘OS( z),

pelo o que, usando a segunda condi¢ao inicial vem

Ou B > 5 B
E(O,x) —;\/14—71 B, cos (nx) =0,

donde 3,, = 0 para todo n.
Portanto a solugao do problema é

4 o
PR

u(t

smo

5 COS (mt) cos (nx)



