ANALISE MATEMATICA IV
2° semestre de 03/04 (cursos: LEAN, LEBL, LEQ, LQ)
2° Teste, 21 de Maio 2004

Nome: Sala:

Ne: Rubrica (DOCENTE):

Curso:

Bl Este teste tem quatro questoes que devem ser resolvidas nas préprias folhas do enunciado.
B Nao é permitida a utilizacao de quaisquer elementos de consulta ou maquinas calculadoras.
B Desligue e guarde o seu telemével.

B Escreva a tinta escura e claramente.

B Justifique sempre os seus cdlculos de forma sucinta.

B Cotacoes: 1. — 15 p. 2. — 10 p. 3. — 20 p. 4. — 20 p.

1. Utilize o Teorema dos Residuos para calcular o seguinte integral
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Resolucao:

Considerando o segmento de recta Ig = {z€ C:Imz=0 e |z| < R} orientado de
z = —R para z = R, a semicircunferéncia Cp = {z € C:Imz >0 e |z| = R} orientada
de z = R para z = —R e a curva fechada I'p (orientada no sentido directo) que se obtém

por concatenacao das curvas I e Cg, temos
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Uma vez que para R > /3 vem
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concluimos (para Ry > \/§)
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porque as singularidades da fun¢ao m estao sobre a circunferéncia |z| = V3. De facto

m tem singularidades nos pontos z = iv/3 e z = —i\/3 que sdo os unicos valores que
anulam o denominador da func¢ao racional considerada. Destas singularidades apenas z =
1v/ 3 se encontra na regiao delimitada pela curva I'g,. Entao pelo Teorema dos Residuos
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temos um pélo de 2* ordem e o respectivo residuo pode ser calculado por
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Ne:

2. Determine a solucao do seguinte problema de valor inicial

y —y—e'—cost=0 com y (0) =0

Resolucgao:

Temos uma equacao linear ¢’ — y = €' + cost. A equagdo homogénea correspondente
tem solugao geral dada por y = ce’ (com ¢ uma constante arbitraria) .Por outro lado, pelo
método dos coeficientes indeterminados vamos considerar uma solugao particular da forma

z = ate' + Bcost + ysent.
Entao

Z—2 = a(t+1)e' — Bsent + ycost — ate' — Bcost — ysent
= ae'+ (y—B)cost — (B +~)sent
donde
a=1, 7_621 € 6+7207

Ousejaa=1,0= _71 ey = % Portanto a solugao geral da equacao considerada é

sent — cost

y=ce' +te' + 7

Usando a condic¢ao inicial vem 0 = ¢ — % Pelo que a solucao pretendida é

1 sent — cost
t)y=-e' +tet + ——
y(t) =ge +te + 5



3. Considere a equacao diferencial
2t (seny + 1) — cosyy' = 0.

Calcule a solugao que satisfaz a condi¢ao y(0) = 7, indicando o seu intervalo maximo de
definicao.

Resolugao:
Temos uma equagao separdvel:

cosy
—y =2t
seny + 1 4

(para seny # —1). Donde por primitivagao se obtém
log (seny +1) = * +c.
Usando a condigao inicial y(0) = m, vem ¢ = log (senm + 1) = log 1 = 0. Entao
seny + 1 = et

e invertendo a funcao seno no intervalo [g, %’r} ficamos com
t2
y=m—arcsen (e —1]).

Para que esta resolugao esteja correcta —1 < e’ —1< 1, ou seja
e’ <2e 12 <log2 e —/log2 < t < 1/log 2.

Por outro lado
. T
lim y=m—arcsen (1) = B

t—=++/log 2

e usando este cdlculo e a equacao,
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Pelo que a solucgao pretendida é

y (t) = m — arcsen (€t2 — 1)

e o seu intervalo maximo de defini¢ao é ]—\/ log 2, /log 2 [



4. Resolva o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

{ =4y +2

= —z+4dy+1 com as condigoes z (0) =y (0) = 0.

Resolugao:
Este sistema pode ser escrito na forma matricial [% | = A [§]+ [?], onde
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Calculando os valores préprios desta matriz obtemos
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det (A — A) = det { 1 4o

} = A=A +4=X—Ar+4=()—2)°.

Calculando os valores préprios v: Av =2v& (A —2)v=0< [ } v = 0, facilmente con-
cluimos que v é muiltiplo de [#], pelo que apenas temos um vector proprio linearmente
independente e portanto s6 podemos ter um bloco de Jordan na forma canénica associada,
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Designe-se entdo por vy e vy as colunas da matriz S (com detS # 0) tal que AS = SJ.
Obtemos Avy; = 2vy e Avy = v; +2vy, ou seja (A —2) vy =0 e (A — 2) vy = vy. Podemos
escolher

vi=|[%] e (uma vez feita esta escolha) vo = [ }].
Pelo que podemos tomar S = . Entao
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Entao pela férmula da variacao das constantes
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Portanto a solucao do sistema com condicao inicial é dada pelas fungoes

r(t)=e*—-1 e y(t)=



