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RESOLUCAO

1. Considere a fungao f : C —C, definida pela férmula

fz+iy) = ax+ By + v (2° —y*) +i(Br + ay + 2yay)

onde «, 3 e v sao constantes reais.

a) Determine «, 3 e v de modo a que f seja uma funcao analitica que satisfaz as
propriedades:

f[0)=1 e f"(0)=2

b) Utilizando a func¢ao com as propriedades impostas nas alinea anterior calcule
os integrais

| 6,
N Ay ey

o f e,

23

onde C' designa a elipse |z|+ |z — i| = 2 percorrida uma vez no sentido positivo.

Resolugao:
a) A parte real e a parte imagindria de f (z + iy) sao dadas respectivamente por

u(z,y) =ax+ By +v(2* —y*) e v(z,y)=pr+ay+ 2y
como f é analitica temos pelas equagoes de Cauchy-Riemann
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Desta tltima equacao obtemos 3 = 0.
Da condigao f’(0) = 1, obtemos entao

F(0)= 5 0,0) 4150 (0.0) =a+if =1,



donde o = 1.

Finalmente da condigao f” (0) = 2, vem

0*u

0%v

f(0) = 552 (0:0) +i55(0,0) =2y =2

Portanto vy =1 e

b)

flz+iy) =z +a* —y* +i(y+2zy).

i- Como [0]+]0 —i| = |i| =1 < 2 e [1|+|1 —i| = 1++/2 > 2, concluimos que
o ponto z = 0 encontra-se na regiao delimitada pela curva C, ao contrario

do que acontece com o ponto z = 1. Entao a fung¢ao

f(Z)
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e analitica na

referida regiao e pelas férmulas integrais de Cauchy vem
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Onde se utilizaram os valores f (0) =0e f'(0) = 1.
ii- Uma vez que a funcio (z + 1) f (z) ¢ analitica e z = 0 ¢ um ponto interior a
regiao limitada pela curva C', obtemos pelas férmulas integrais de Cauchy

Riemann

2. Considere a fungao

1

(z+1) f(2)

23

f(2)

23 — 425

a) Determine o desenvolvimento de f em série de Laurent em torno do ponto
z = 0 e convergente na regiao |z| < 1.
. , . A . .3
b) Calc.ule o integral ¢, f (z) dz, (.)r‘lde C ¢ a circunferéncia |z — 1 —i| = 3 per-
corrida uma vez no sentido positivo.

Resolugao:



a)

Como |z| < 3, vem [4z%| < 1. Entao :

1 1 1
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1 4
= —+-+4224+4%7 4+
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que é o desenvolvimento de f em série de Laurent em torno do ponto z =0 e
convergente na regiao |z| < 1.
Temos
1 1
1) = 23— 425 23 (1 — 422)
1
23(1—22) (14 22)

Pelo que f(z) ¢ uma funcdo analitica em Cx {0, 3, 5'}. Como
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concluimos que apenas as singularidades z =0 e z = % se encontram na regiao
delimitada pela curva C. Entao pelo teorema dos residuos vem

ﬁf (2) dz = 2mi (E{:egf (2) + E{:elsf (z))

De acordo com alinea anterior temos Reg, f (z) = 4. Por outro lado
Z=

i (2= 3) 7 () = 1 e
m { 2 — < z == 1m == 11m
2l 2 21 23 (1 —422) (%)3 a1 (1 —422)

2

1 1
= 2% lim — = 23—
-1 =82 —4
= 2
Portanto z = 1 ¢ um pélo de primeira ordem de f (z) e Res f () = —2. Donde

—1
=3

ﬁf (2) dz = 4ri



3. Utilizando o Teorema dos Residuos, calcule

+oo
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/ sen (2z) ,
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Resolugao:
Temos
+oo 9 R 5
se se
psen(2n) ) gy [ 2R C0) ,
1+ 22 R—+o0 1+ 22
—00 —R
R N
eZ €T
= lim Im < dx
R—+o00 1+ 22
R
€i22
= Im lim & dz
R—too | 1422
Ir
onde o segmento Ip = {z€C:Imz=0 e |Rez| < R} é orientado do ponto
z = —R para o ponto z = R.
Considerando a semicircunferéncia Cr = {z € C:Imz >0 e |Rez|= R} orien-
tada do z = R para o ponto z = —R, e I'g a concatenacao das curvas I e Cj,
obtemos N N N
Ze’t z Ze’t z Ze’t z
dz= ¢ ——=dz — dz.
/1-|—z2 7{1-1—22 /l—i—z2
Ir I'r CR
Como2>0e | llim > = 0, concluimos pelo Lema de Jordan que
Zez'Qz
lim dz = 0.
R—+o0 1+ 22
Cr

Por outro lado, para R > 1 temos pelo teorema dos residuos

Zez'Qz . Zez'Qz
dz = 2mi Res ——,
1422 z=i 1+ 22
I'r

uma vez que a curva I'p é fechada e percorrida no sentido positivo e a penas a
singularidade z = i se encontra na regiao delimitada pela curva I'g. Como

2et* (2 —1)ze Co(z—1
es 5 = lim % = e 2lim %
=i 14z z—1 1+ 2 z—i 1+ 2z
o1
= e ?lim—
z2—1 2Z
o2



obtemos
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4. Calcule as solugoes dos seguintes problemas de valor inicial:

t

a) y'—l—%:e_Q,comy(l):O.

b) ty? + ((1+t*)y—1)y =0, com y (0) = 2.

Resolugao:
a) Os factores de integragao desta equagao satisfazem p' = %u. Tomemos por
exemplo p = t.
De facto, multiplicando a equacao dada por ¢t obtemos sucessivamente

2

ty +y=te”
(ty) =te™"
P—
= — C.
Y=

Calculando a constante ¢ através da condigao inicial y (1) = 0, temos

—1 e™!
0 = —671 ] = —.
2 +c¢ ousea c 5

Portanto
—¢2

b) Designando
M=ty* e N= (1+t2)y—1,

temos
8—M =2ty = ('3_]\7
Jy ot
Pelo que a equagao é exacta. Determinemos entao o potencial ¢ tal que M =
9¢ 9¢
a e N = 0_y Temos
g—f =(1+t*)y—1
donde
gb:%(l-l—tg)gf—y-i-c(t).
Entao
tyzzM:@ =ty+c (t),

ot



pelo que ¢ () = 0, ou seja c¢(t) é uma constante. Tomando esta constante
igual a zero vem

1

Entao a solugao pretendida é dada implicitamente por ¢ (¢,y) = ¢ (0, 2)

(1+t2)y2—y=0.

N =

Como y (0) = 2 # 0 temos (numa vizinhanga da condigao inicial)
(1+¢)y—2=0,

donde obtemos a explicitagao da solugao:

2
N

y (1)
5. Determine a solucao do sistema de equacoes diferenciais

¥=x+y
y = 2z + 6€’

com a condigao inicial z (0) =y (0) = 0.

Resolugao:

Derivando a primeira equagao obtemos x” = x’ + 3. Substituindo y'pela segunda
equacao obtemos
" =2 + 2z + 6€’,

que é uma equacao linear de segunda ordem. O polinémio caracteristico da parte
homogénea desta equacao é

M—A-2=A0+1)(A-2).

Por outro lado 6e! ¢ solugao de uma equacao homogénea com polinémio carac-
terfstico A — 1. Entao x é solugao de uma equagao homogénea com polinémio
caracteristico (A + 1) (A — 2) (A — 1), pelo que

T = cle_t + 0262t + ael.
Donde
-2 -2 = (ozet)” - (ozet)l — 20!
—2a€!,
concluindo-se o = —3. Entao

r=ce '+ 6262t — 3¢t



e (da primeira equagao)

y = o —x
= —ci1e7" + 206" — 3e' — (167! + e® — 3€)
= —261€_t + 626%.

Usando agora as condigoes iniciais obtemos o sistema:

Cl+CQ—3:0
—2C1+CQZO

donde se obtém ¢; = 1 e ¢o = 2. Portanto a solugao do problema é

z(t) =e " +2e* — 3e
y(t) = —2e 1t + 2e%

6. Resolva os seguintes problemas de valor inicial:

a) y' =3y +2y=¢€, comy(0)=1ley (0)=1
b) y'+2y +5y =0, comy(0)=0ey (0)=2.

Resolugao:

a) O polinémio caracteristico da parte homogénea da equagao é
M =3A+2=A-1)(A—-2).

Por outro lado €' é solucao de uma equagao homogénea com polinémio carac-
terfstico A — 1. Entao y é solucao de uma equagao homogénea com polinémio
caracterfstico (A — 2) (A — 1)%, pelo que

y = 1€ + cel + atel.

Donde
y' =3y +2y = (atet)” -3 (atet)l + 2ate!
= (a(l+1) et)/—Sa (1+1t) e + 2ate’
= a(2+t)e' —3ae’ — ate'
= —ae'
concluindo-se o« = —1. Entao

e oy =2c€ + et — (1 +1)e.
Usando agora as condigoes iniciais obtemos o sistema:

Cl+62=1
2Cl+C2_1=1

donde se obtém c¢; =1 e ¢ = 0. Portanto a solugao do problema é

y = et _ et



b) O polinémio caracteristico da parte homogénea da equagao é
AM42A+5=(A+1)"+2%
que tem as raizes complexas conjugadas A = —1 + 2¢. Entao
Yy = 1€t cos 2t + coe " sen 2t.

Donde
0=y(0)=¢c.

Usando este valor obtemos

Yy = co (—e_t sen 2t + 2e~" cos 2t)

2 =14"(0) = 2c,.

Portanto a solucao do problema é
y=e ‘sen2t
7. Calcule a solu¢ao do problema nao linear de segunda ordem:

y'=2yy com y((0)=1 e ¢ (0)=2.

Resolucgao:

& (Y—y°) =0

y//:2y/y N y"=(y2)/
2 /

Yy
& Y-y =y (0)—y(0)

2

=1

Portanto 3 = y? + 1, que é uma equacao separdvel:

/

ygzii- 1= 1 & arctgy — arctgy (0) = ¢,
donde, usando arctg 1 = 7,
arctgy =1+ %

e a solugao
m
y () =t (t+7)

para t € }—%’r,%[.



8. Utilize o método da separacao de varidveis para calcular a solugao do problema com
condigoes fronteira e valor inicial:

_t:COSt_ parat>0e0<3:<1
e

u(t,0)=u(t,1)=0 parat>0

L u(0,z) =(1—2z)x para 0 <z <1

Resolucgao:
. ou 0*u
Procurando solugoes separadas de % cost 5g2 COm U (t,0) =u(t,1) =0, temos
x
para u (t,z) =T (t) X (z),

T (t) X () =cost T (t) X" (), com X (0)=X(1)=0.

Entao
X" (z)=0X (), com X (0)=X(1)=0

T' (t) = ocost T (t)

onde o é uma constante real. O problema em X sé tem solugoes nao triviais se
o = —n?m? para algum n € Nj.

De facto se 0 = 0 vem X (z) = a+bx, e as condigoes fronteira impoem a = b = 0. Se
pelo contrario o # 0, entdo as solugoes de X” —oX = 0sdo X (z) = aeV +be= Ve,

condigdes fronteira impoem a = —b e (para a # 0) €2V7 = 1, ou seja /o = inT e
o= —n?r?
Para 0 = —n?r? obtemos as solucoes

X (z) =sen(nwx) e T(t)=e ™7™ %
Fazendo combinagoes lineares destas solugoes separadas X (z) T (t), obtemos a se-
guinte solucao formal, aonde «,, sao constantes,

o0
u(t,x) = Z e ™ 5  sen (nz) |

n=1

Usando agora a condic¢ao inicial obtemos

Z aysen (nmz) = (1 — ) .

n=1



Pela teoria das séries de Fourier obtemos (n € N)
1
ap, = 2/ (1 —x)zsen (nmz) dx
0

= 2{—(1—x)xMI+2fol(1—zx)de

nm nm
_ 2 {(1 o) sen (nmc)] ! N 4 /1 sen (nmx) i
nm nm o nm.Jo nm
4 [—cos(nmz) !
T p2p2 nm 0
4 n
= n3ms (_ (_1) +1)
Portanto a solugao do problema é
4 - I- (_1)” —n?m2sent
u(t,z) = o z; — 3 € sen (nmx) .

. Determine a solucao do seguinte problema de valor inicial, indicando o respectivo
intervalo maximo de definigao:

y —6t°\/1 —y =0, com y (0) = 0.

Resolugao:

Para y < 1 temos
/

y
V1I—y

que é uma equacao separdavel. Primitivando vem

= 6t

—2/1—y=28+c
Usando a condigao inicial y (0) = 0, vem ¢ = —2. Portanto temos sucessivamente
—2\/1 —y=2t3—2,
Vi-y=1-1
y=1-(1-1%".

Como os calculos efectuados sao vélidos apenas para y < 1, concluimos que para
t € |—o00, 1] a solugao é dada por

y(t)=1-(1-1)",

visto que 1 — (1 — #3)* < 1 ¢ equivalente a (1 — 3)® > 0 ou seja t #£ 1.
Mas entao )

. T . 43 _
hmy(t)—%gr}(l (1 t)) 1

t—1—



. ! R B 43\ 42 —
tl_l)I}l_y(t)—%gl’llf)(l )2 =0.
Por outro lado a funcao constante igual a 1 é solucao da equacao y' —6t2,/T — y = 0.
Entao podemos prolongar a solugao local atras obtida, a solugao global do problema
proposto através da expressao

(1) = 1—(1-#)° set<1
y N 1 set>1

que tem intervalo de definicao R.
Note-se que y' = 6t2y/1 — y implica 3y > 0, e portanto a solu¢ao tem de ser monétona

crescente; este facto, e o Teorema de Picard Lindelof aplicado enquanto t < 1,
permite-nos garantir que a solucao obtida ¢é tnica.



