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Problemas para a aula prética

Teste 4° Semana turma QT

1. Determine para que valores de o € R a funcao (22 + 3?)" é harménica.
2. Seja I' C C a circunferéncia |z| = 2, percorrida no sentido positivo. Calcule o valor do
integral
(2)

22+ 241

onde fun¢ao f(z) é uma funcao analitica determinada por

2,

Re f(r+iy) =€"Ycos(z+y) e f(0)=1.

Resolucao:

1. Determine para que valores de o € R a funcao (22 + 3?)" é harménica.

Resolugao: Designando u = (22 + %) temos:
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Para que se tenha 922 + 92 = 0 num conjunto aberto, temos de ter & = 0. Neste
T Y

caso u = 1 ¢ uma fungao constante (e portanto é também de classe C?). Concluimos
que u é harménica sse a = 0.



2.

Seja I' C C a circunferéncia |z| = 2, percorrida no sentido positivo. Calcule o valor do
integral
(2)

Z,

F2Z+2+Z

onde funcao f(z) é uma funcao analitica determinada por

Ref(zx+iy) =€ Ycos(z+y) e f(0)=1.

Resolucgao: Designando por u a parte real de f, e por v a sua parte imagindria, temos
pelas equagoes de Cauchy -Riemann (porque f é analitica)

0 0
% _ _6_Z _ _a_yemfy cos (x + y) = e* Y cos (x +y) + e* Ysgen (x + y)

g—; = % = (%em_y cos(x+y)=€"Ycos(z+y)—e" Usen(z+y).

Integrando a primeira equacao em ordem a = vem®

v==e""Ysen(z+y)+c1(y)

para certa fungao ¢; (y). Mas derivando esta expressao em ordem a y e comparando-a
com a expressao obtida anteriormente obtemos ¢} (y) = 0, ou seja que ¢ (y) = ¢ ¢ uma
constante. Pelo que

v=e"Ysen(z+vy)+c,

para certo ¢ € R. Como u (0,0) +iv (0,0) = f (0) = 1,vem
0=12(0,0) =e"sen (0) +c = c.

Como a fungao f assim obtida é analitica em C e o ponto —1 — 5 & interior a regiao

= 1/14 1 < 2), podemos aplicar

delimitada pela circunferéncia I' (de facto }—1 — 1
a férmula integral de Cauchy para obter

I
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- 52m’f’(—1—%).

IPor simples inspeccio; ou primitivando por partes:

donde

/ € Ysen(z+y)dr=€""Ysen(x+y)— / e Ycos(x +vy) dor

%dz = /em*ycos(z—&—y) dz—&-/em*ysen(x—ky) dx

= e VYsen(x+y)+c(y).



Efectuando os calculos necessdrios
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Portanto



