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Problemas para a aula prética

Teste 4% Semana turma QM

1. Determine para que valores de o € R a funcio log (2% + ay?) é harménica.

2. Seja I' C C a circunferéncia |z| = 1, percorrida no sentido positivo. Calcule o valor do

integral
7{ &),
r (22 +1)?

onde fungao f(z) é uma funcao analitica determinada por

Re f(z +iy) = € % cos 2.

Resolucao:

1. Determine para que valores de a € R a funcio log (2% + ay?) é harménica.

Resolugao: Designando u = log (2 + ay?) temos:

ou 2z ou 2ay
_ e _
or 2%+ ay? oy 2?2+ ay?’
OPu 2(x2 +ay?) — 227 ay? —a?
Oz (2 + ay?)? (22 + ay?)?
e
0%u (22 + ay?) — 2ay? % — ay?
o2 e 2 2)2 e 2)2°
Y (z* + ay?) (2% + ay?)
Donde o o s
gu, gu _, (1-a Lx?
0z?  Oy? (22 + ay?)
0?u  O*u ,
Para que se tenha ) + 2 = 0 num conjunto aberto, temos de ter & = 1. Como
T Y

u € C*% no conjunto onde estd definida, concluimos que u ¢ harménica sse o = 1.



2. Seja I' C C a circunferéncia |z| = 1, percorrida no sentido positivo. Calcule o valor do

integral
7{ e .
r (22 41)?

onde funcao f(z) é uma funcao analitica determinada por

Re f(z +iy) = e % cos 2.

1¢ Resolugao:Como a fungao f assim obtida é analitica em C e o ponto —% é interior
a regiao delimitada pela circunferéncia I', podemos aplicar as férmulas integrais de

Cauchy para obter
f(z) _ 1 f(®)
?g(zzﬂ'y de = 47€ G+ip®

12w, 1

IETEARY
Designando por u a parte real de f, e por v a sua parte imagindria, temos

, . ou Ov

Mas usando uma das equacoes de Cauchy-Riemann

o __ou
ox Oy’
Donde
ou ou

Efectuando os cdlculos necessdrios:

ou 0

P = %6’2?/ cos2x = —2e ¥ sen 2z,
@ = ge_% cos 2z = —2e~%Y cos 2z,
dy Oy
obtemos
;1 ou 1 Ou 1
_2y = ZZ o =) —i=(0 ==
J=3) 3x(’2) ZGy(’Z
= —2elsen0 +i2e’ cos0
12€.
Portanto

f(2)
ém dz = —me.



2% Resolugao: Designando por u a parte real de f, e por v a sua parte imagindria,
temos pelas equagdes de Cauchy -Riemann (porque f é analitica)

ov ou B

0
—— e Weos2x = 2e"% cos 2z

dx —  dy Iy

0 0 0
v_dt_ —e Ycos 2z = —2e % sen 2z.

8_y_% ox

Integrando a primeira equagao em ordem a x vem
v=e"¥sen2z +c (y)

para certa funcao ¢ (y). Mas derivando esta expressao em ordem a y e comparando-a
com a expressao obtida anteriormente obtemos ¢} (y) = 0, ou seja que ¢ (y) = ¢ é uma
constante. Pelo que

v=e %sen2z +c,

para certo ¢ € R.

Como a funcao f assim obtida é analitica em C e o ponto —5 & interior a regiao

delimitada pela circunferéncia I', podemos aplicar as férmulas integrais de Cauchy

para obter
f(2) _ 1 f(2)
}é 2ot ® = 47{ (z+4)? az

127 ,,, 4
PR

Efectuando os cdlculos necessdrios vem:

0
A _9e Wsen 2z,
ox
ov
— =2e % cos?2
e cos 2z,
obtemos
P ou 1 Ov 1
~2y = ZZ o0 == o ==
J=3) m(’z)“m(’z
—2e'sen 0 + i2e! cos0
12€.
Portanto

e L
jém dz = e.



