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(4 val.) 1. Seja u : R? — R definida por
u(z,y) =x(y+2).

Mostre que u é harménica. Determine uma fung3o analitica f tal que u =Re fe f (i) = 1.

(3val.) 2. Obtenha o desenvolvimento em série de Laurent, centrado na origem e convergente se
|z| > 2, da fungdo
1
h(z) = ———.
(5val.) 3. Considere a curvay = {z € C: |z—i| = 1}, percorrida uma vez no sentido directo. Calcule

%(sean ;)
— +z€7 | dz.
v \(z —1)

(5val.) 4. Utilizando o Teorema dos Residuos, determine

/‘+OO $2_$+2
—_——Aax.
o 2+ 102219

(3val.) 5. Considere o seguinte problema de valor inicial:

_¢2

dy te
dt  ycosy?

com y(0) = —/3m.

Explicite a sua solucdo indicando o intervalo médximo de defini¢do.



1. A fungdo u é um polinémio e portanto é de classe C2?. Como, para qualquer (z,%y) € R?,

o o

pu = ga T g

(y+2)+—=—(x)=0+0

9 9
oz y
=0

conclui-se que u é harménica em R2. Seja f = u + iv analitica. Para que tal aconteca é
suficiente que v seja harménica conjugada de u, i.e., que v seja de classe C! e que (u,v)
satisfacam as equacdes de Cauchy-Riemann

Ou v

or Oy

ou_ "o

oy Oz
Portanto g—z =y + 2, ou seja v(z,y) = %yQ + 2y + h(z), pelo que x = —g—; = —h'(z) =
h(z) = —3a% + ¢ com ¢ € R arbitrario. Tem-se entdo v(z,y) = 3 (y> —2?) + 2y + ¢

e portanto f(z) = (y +2)z + 1 (% (y2 - x2) + 2y + c) . Requerendo que f(i) = i tem-se
i=f(i)=(142)-04i(3(1-0)+2+c)= (5 +c)ie portanto ¢ = —3, vindo

(1 3
f2)=y+2)x+1 <§ (yQ _;g2) + 2y — 5) .
2. Observe-se que

1 11 1§: 2\" 1§: 2\ "+l 2
= - = - - - = - se
z—2 zl—% z z 2 z ’

—'<1<:>|z\>2.
z

Portanto, se |z| > 2,

1 d 1
"W T ey

- _ldy? T I d 2\
o 2dzn:0 z a Qn:Odz z

1 ortl & ol
- _52_(n+1)zn+2:z(n+1)22 ’
n=0 n=0
-2
= Z (—n —1)27"72",

n=—oo



3. Pela linearidade do integral de linha relativamente a funcdo integranda o integral pedido é

igual a
2
j{&%gdz+fzeﬁdz
y (2 —1) v

e podemos calcular os dois integrais separadamente.

Uma vez que senz? é uma funcdo analitica em C (porque é a composicdo de funcdes

analitica: sen z e 2%) e z = i estd na regido delimitada pela curva , temos pelas férmulas

integrais de Cauchy
f sen z? 5 1 [dz 2]
——— = 27— |-5senz
(2 =) 2! | dz? -

d
= [5 2zcos 22} .

= [2cosz® —4z%senz’] _,

= 2mi(cosl —2senl).

1 . ~ L
Considere-se agora a funcdo ze=i. O desenvolvimento desta funcdo em série de Laurent,
centrada em i e convergente em 0 < |z —i| é

z€3—i = (z—i)ez—i fie>—i =

1 1/ 1\ 1
= (- |1+—+= ) o i (T —
z—1 20 \z—1 zZ—1

1
= z—i+1+i+<§+i>

1
Consequentemente Res z €%-

zZ=1
1 1
fzez—idz = 274 <— —|—z’> = 27 +im.
7 2

Finalmente, o valor do integral no enunciado serd a soma dos dois resultados obtidos acima,
ou seja, serd igual a

i = % + 1, e, pelo Teorema dos Residuos,

—27 +i(2cos1 —4senl + 1)m.



4. Como a funcdo integranda verifical
2?2 —x+2
x + 1022 +9
concluimos que é Lebesgue integravel em R e pode-se escrever

/’+°° 22—z +2 d . /’R 2 —x+2
——— dr = lim - dx.
oo T+ 1022 +9 R—Yoo J_p 2t + 1022+ 9

O(z~%) quando || — oo,

Seja f(z) ef ij;%. Considere-se a curva vz = {g+ Cg (i.e. 7R é a concatenagdo das
curvas g e CR), onde {r = [—R, R| é percorrida uma vez de —R para R e a curva Cp =
{z€ C:|z| = R,Imz > 0} é percorrida uma vez de R para —R. A curva 7y é obviamente
fechada e seccionalmente C1. Sendo f uma funcdo racional as suas singularidades sio os
zeros do denominador, ou seja, 24 + 1022 +9 =0 (22 +1)(22+9) =0 & 2z = 44, £3i.

Se tomarmos R > 3, aplicando o Teorema dos Residuos tem-se
f(z)dz = 2miRes f(z) + 2mi R%s f(2).
TR z=1 zZ=01

Comoi? —i+2=—i+1#0e(3i)?—3i+2=—3i — 7 # 0 conclui-se que i e 3i sdo
pSlos simples (i.e., de primeira ordem) de f. Assim,

. . . 22— 242
Res fz) = lmz=0)f(z) = lim(z—0) G529 =
= lim(z —1) 2 —z+?2 _ 14
- z—1 (z—i)(z+i)(z—3i)(z+3i) o 16
Res f(2) = lim (== 30)f(2) = lim (2 — 3i) o g o —
VT I T N T 02 19
= lim (2 — 3i) 2242 _3-n
7 (z—i)(z+1i)(z = 3i)(z+3i) 48
e, pelo Teorema dos Residuos,
1414 3—7i 5w
d = — ) ) = —.
f(z)dz 2mi 16 + 2mi 18 1

Tr

Como?
grau(zz—z—l—Q) =2 ggrau(24+1022+9) —2=2

conclui-se que

+o0 2

e —x 42 . . 5T
/ — 5 gdr=lim j{ f(z)dz — lim f(z)dz = —.
Jooo *+102=+9 R—+oo [, R—+oo Jorp 12

INote-se também que Vz € R, z* +1022 +9 > 0.

20u

f(2)dz| < / M\dz\ = / 2" = = +2] |dz| <
Jeg = Jeg |z% 4+ 1022 + 9| _~Cn |z —i|-|z+1| |z — 3% - |z + 3i -

R2+R+2
QL s dz| =
(R-1)2(R—3)° /CR 4z

TR(R>+ R+2)

S m —>0 quandoR—>+oo.



5. Trata-se de uma equacio separdvel:

ycosy2 % =te "
donde 1d —1d _p
5 & (senyQ) = 5y %6_"‘
Integrando, obtemos
Seny2 = —67t2 +c

onde ¢ é uma constante. Usando a condi¢do inicial, vem

c = [eftQ —+ sen y2
t=0; y=—+/3m
= 1-+sendrw
= 1.

Donde \
Seny2 =1—e".

Invertendo a funcdo sen numa vizinhanga do ponto 37, obtemos

y? = 31 — arcsen (1 — 67t2> .

Donde
Y= :l:\/37r — arcsen (1 - 642).
Atendendo novamente a que y (0) = —+/37, obtemos a solugdo do problema:

y(t) = —\/37T —arcsen (1 — e*tQ),
que tem como intervalo (méximo) de definicdo R, uma vez que, para todo t € R,
0<e <1,
—1<0<1-e" <1,

2 T
arcsen (1 —e ! ) < 5

0< 5; < 37 — arcsen (1 — 67t2> .



