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Anélise Matematica IV
Teste 9- Resolugao

I. Considere o sistema de equacoes diferenciais lineares

x' = Ax, onde
1 11
A=1]111
1 11

1. Calcule os valores préprios e os espacos préprios do sistema.
R: Os valores préprios sao os zeros do polinémio caracteristico, o qual é:

p(A\) = A (3—\).

Portanto, os valores préprios sao:

A3 = 3.

Para os espagos proprios correspondentes, tem-se: Espago proprio associado ao
valor préprio nulo:

1 1 1] |
1 1 1] |w| =0,
1 1 1] |vg
ou seja v3 = —wv1 — V9, pelo que se conclui que o espago préprio em causa é:

Ey = {v: {_f_ﬁ} ,‘v’a,ﬁeR} = {v:a [11)1} + 0 [11)1} ,‘v’a,ﬁGR}.

Espago proprio associado ao valor préprio A3 = 3:

ou seja, v; = vy = v3, pelo que se conclui que o espago préprio é:
E3={v:a[ﬂ ,VaE]R}.

2.a) Escreva uma expressao para a solugao geral do sistema.

R: Atendendo ao resultado da alinea anterior conclui-se que a expressao geral da
solucao é dada por:
} o3t

i

01=0[4] o[ ] v

onde ai,as e ag sao constantes reais arbitrarias.
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2.b) Determine a solugao do sistema que satisfaz as condigoes iniciais
271(0) —1= xg(O) —2= $3(O) =0.

R: Usando a expressao geral da alinea anterior e as condigoes iniciais z1(0) =
1,29(0) = 2,23(0) = 0, tem-se:

HEEIRIRCIR R

ou seja a; = 0,a9 = az = 1, e portanto a solu¢ao procurada é

- [1]+ 1)

3. Mostre que o subespaco de R? definido por:
E:{v:a[i} -l—ﬁ[ﬂ , ‘v’a,ﬁGR}

¢ invariante para o sistema (i.e., Vrg € F, a solu¢ao do sistema com condigao
inicial xq verifica z(t) € E, Vt € R).
R: Considere-se uma condicao inicial xo € E. Entao, para algum (ayg, 3,) € R?,

oo [ e[ ][] =[] 4[] -0
Daqui conclui-se que a; = g, as = 0,a3 = Be™>". Entao a solugao verifica
x(t; to, Xo) = Qg [ilﬂ + Bttt [H e E, vVt e R,
e portanto F é invariante para a equacao.

II. Considere o sistema de equagoes diferenciais y’ = Ay + h(¢), onde

11 0 )
A=1{0 2 -1 h(t):[g}.
01 0 ‘

1. Determine a solucao geral da sistema homogéneo associado.

R: A solugao geral do sistema pode ser obtida como combinagao linear de trés
solugoes linearmente independentes. Vamos portanto obter essas solugoes (ou seja
obter uma matriz fundamental para o sistema). Os valores préprios de A sao os
zeros do polinémio caracteristico

p(\) = det(A — A\I) = —(A — 1)°.

Conclui-se daqui que A = 1 (com multiplicidade algébrica igual a 3) é o tnico
valor préprio de A. O espacgo préprio associado é constituido pelos vectores v que
sao solucao de:

0 1 0 (%]

01 —1| |v| =0,

0 1 —1| |vs
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ou seja:
Ei = {(e,0,0)" : . € R}.

Como este espaco préprio tem dimensao 1, concluimos que a forma candnica de
Jordan associada & matriz A é

J =

o O =
O = =
i )

Designando por vy, Vs e v3 as colunas duma matriz S tal que A = SJS™!. Vem

AV1 = Vi
AVQ = Vo + Vg
AV3 = V3 -+ Vvo.

Portanto v; é um vector préprio e podemos tomar

w=i]

Com esta escolha, vy serd uma solugao de (A —I) vy = vy ou seja

Podemos tomar

Podemos tomar

Temos entao

eAtzseJtSfl
10 07 [et tet Set] [1 0 0
= |01 0 0 e tef | [0 1 0
{01-100&01—1
1t £ 710 0
=éel01 ¢ 01 0
_Olt—]Oll
1 t4+% -£
=0 1+t —t
0ot 1t
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Portanto, a solugao geral do sistema homogéneo é dada por:

1 t+% —% C1
yt)=¢€e [0 1+t —t co |,

0 t 1—t¢ C3

onde c1,co € c3 sao constantes reais arbitrarias, correspondentes & componentes de
y(0).a

2. Determine a solugao da equacao dada que passa pelo ponto y(0) = (1,0, O)T .

R: Pela férmula da variagao das constantes, a solucao da equac¢ao nao-homogénea
que satisfaz a condicao inicial imposta, é dada por:

t
y (t) = e [é} + eAt/ e Ah(s) ds,
0

ou seja, atendendo a que o vector (1,0,0)T é um vector préprio associado ao valor

préprio 1,
1] 1 t‘f‘% —%- t 1 —S—i—% —% 0
y(t) = e |0+ |0 14+t —t /es 0 1-s s ds.
0] 10 1—t] 0 0 -5 1+s| |€°
1] 1 t+2 27 —[5ds
2 2
= 0| +e |0 1+t —t o sds
0] 0t 1—t] [[[(1+s)ds
1] 1 t+2 277 %
2 2
= e |0] +e |0 1+t —t £
0] 0 ¢t 1—t] [t+ 2
_1_ -—1t3
= e |0| +¢ gtg
0] [t — 5t?
1— &t
t 1,2
= e =t
t Qlt2
2




