Anadlise Matemética IV
2° semestre de 2002/2003

Exercicio-teste 5

1. Calcule o seguinte integral
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onde C é a elipse |z — 1| + |z + 1| = 3, percorrida uma vez no sentido positivo.

Resolugao:

Sendo a fungao #Qm) a divisao de duas fungoes analiticas, as suas tnicas singularidades serao
quando sen (7z) = 0, ou seja para os valores z = k, com k € Z. Destas singularidades, apenas
z=—1,z=0e z =1, se encontram na regiao delimitada pela elipse |z — 1| + |z + 1| = 3.

Por outro lado facilmente se reconhece que a funcao z?sen (2_11)2 também é analitica em

todo o seu dominio, ou seja é analitica em C\ {1}.

Pelo Teorema dos residuos temos
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0 que mostra que z = —1 e z = 1 sao poélos simples de W e
2 2
z z —1
Res = Res = —.
z=—1gen (7z) z=1sen(mwz)
Temos ainda
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que mostra que z = 0 é uma singularidade removivel de e Res = 0.
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Por outro lado,
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Portanto

2. Utilize o Teorema dos Residuos para calcular
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Resolugao:
Temos
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porque sendo uma funcao fmpar vem f o mdr =0,
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Seja Cr a semicircunferéncia {z € C: |z| =R e
para o ponto z = —R); [ ={2€C:|z| <R e

Imz > 0} (orientada do ponto z = R
Im z = 0} o segmento de recta orientado

de z = —R e z = R; e 'y a concatenagao das curvas orientadas Ir e Cg (sendo portanto
uma curva fechada simples orientada no sentido positivo). Vem
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entao, notando que estamos nas condi¢oes do Lema de Jordan, uma vez que
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obtemos pelo Teorema dos Residuos,
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concluimos que z = ¢ ¢ um polo de segunda ordem de 7(1fz2
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