Analise Matematica IV
2° semestre de 2002/2003

Exercicio-teste 4 - a apresentar na 52 aula pratica

(1) Determinar os valores possiveis do integral
z
dz
fa

y={zeC:|z—a|=a}

em que

percorridaumaveze o > 1.
(2) Considere u: R? — R definida por
u(x,y) = 2senx- shy

(a) Mostre que u & harménica em R2.
(b) Determine a fungdo f : C — C que € inteira, Ref =u e
f(0) = 2i.

Resolucao:
(1) Defina-se

9(2)224_1

Por ser uma fungio racional, g é analiticaem C\ {z: Z* — 1 = 0}.
Visto

A 1-0 & z=V1 & z=67%, k=0,1,2,3

conclui-se que g é analitica em C\ {—1,1,—i,i}. Por a ser um
namero real maior que 1, é facil de observar que

l1-a|=a0-1<a e |—-1—-a|=a+1>aqa



Por outro lado
a—i|=vVa?+1>a e |a+il=va?+1l>a

Podemos entdo escrever
z

_ Z _ (2
9(2) = z—1 z—1
em que f & analitica na regido {z : |z— a| < a}. Por aplicagdo
directa da Formula Integral de Cauchy

z : 2 T
]{,—ﬁ—ldz_ 2mf(l) = 2 =7
(2) (a) Verifica-se que

2
ou = 2cosxshy | ou_ —2sinxshy

X X2
€ 2
g—; — 2sinxchy 3—; = 2sinxshy
Sendo assim
2 2
% + g_yg = —2sinxshy+2sinxshy =0

para qualquer (x,y) € R?, pelo que u & harmonica em R?.

(b) Definindo f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y) em que u é a fungdo
dada, teremos que determinar v de modo a que f seja uma funcdo
inteira, isto &, de modo a que se verifiquem as condi¢des de Cauchy-
Riemann para todo (x,y) € R?. Assim

Jdu _ ov ov _

ax = dy = 2 cosxshy
ou_ _ov - 9V _ _2sinxch
dy —  0Xx ox y

Primitivando a primeira igualdade em ordem a 'y, obtem-se

V(X,y) = 2cosxchy+ c(x)



e substituindo na segunda igualdade
2sinxchy+c/(x) = 2sinxchy
pelo que c(x) = c onde c & uma constante real. Temos entéo que
f(X+iy) = 2sinxshy+i(2cosxchy+c)

Atendendo a que f(0) = 2i conclui-se que ¢ = 0, pelo que a fungdo
pedida é
f(X+41y) = 2sinxshy-+i2cosxchy



