Analise Matematica IV
12 semestre de 2001 /2002

Exercicio-teste 12

1. Calcule todas as solugoes estaciondrias (i.e., independente de t) da equagdo nao ho-
mogénea
ou  0%u (2)
— — — =sen ().
ot Ox?

Mostre que uma das solugoes calculadas satisfaz as seguintes condicoes fronteira:

{ u(t,0) =0
ou, ..
5, b2) =0

2. Determine todos os valores (reais) de /3 para os quais o seguinte problema (equacao
diferencial ordinéria, linear homogénea com condigdes na fronteira):

X"—BX =0
{ X(0) = X'(3) = 0

nao tem solugao unica. Para esses valores determine a respectiva solugao geral.
3. Resolva o problema.
(( Ou  O*u ()
— — — =sen(x
ot 0x?

[ u(0,2) = 2sen (x) + 3sen (5z)
(t>0,2€l0,%]).

(a) (sugestao: use a alinea 1. para tornar a equacdo homogénea e (s6) depois
considere o método de separagao de variaveis)



Resolucao

ou_

1. Se u nao depende de ¢ <8t

0), temos

d*u
~ e = sen (x)

e primitivando duas vezes obtemos
u =sen (v) + A+ Bz

onde A e B sao constantes arbitrarias. Esta é a expressao geral das solugoes estaci-
onérias. Tomando A = B = 0 obtemos

u=sen(r) e u =cos(r)

que satisfaz as igualdades:
w(0)=0 e o (g) =0.

2. Para § =0 a equagdo X" — X = 0 tem como solugao geral X (x) = A+ Bx. Pelo
que X (0) =A=0e X’ (%) = B = 0. Portanto para este valor de 8 a solucao é
tnica ( X =0).

Para 3 # 0 a equacio X" — X = 0 tem como solucao geral X (z) = AevVP* 4+ Be Vi,
porque o polinémio caracteristico da equagdo é P (\) = \*—f3 = ()\ — \/B) ()x + \/B)
Entao

X(0)=A+B e X' (Z)=./pAeYP: —\/3Be vz

Entao as condicoes fronteira impoem
B=-A ¢ A(efiieViE)—,
Pelo que ou A = B =0, ou
eV e Vi =0 o eVFm =1
& /Br =ir+ i2n7w
& /B=i(1+2n)

onde n é um numero inteiro. Concluimos que para haver solugoes nao identicamente
nulas temos de ter!

f=—(1+2n)? com n=0,1,2...

INote-se que (14 2n)°> = (1+2m)* se m = —n — 1.



Portanto sé para estes valores de [ a solugao nao é unica e é dada por (para § =

—(1+ 2n)2)

X (z) = Csen((1+ 2n)x)

onde C' é uma constante arbitraria. Porque

X (x

) = A (eﬁx —~ e‘ﬁ””)
= A (ei(1+2n)x o efi(1+2n)z)
= Csen((1+2n)z)

. Seja v (t,x) =wu(t,x) —sen (z) . Entao

Pelo que

ov

2 2
81}_8u 0“u (2) = 0.

ot 9x? Ot Oa?

\

v(0,z) = sen (z) + 3sen (5x)

Pelo método de separacao de variaveis obtemos solugoes de

(ow u
ot 0x?
,0)=0
(t,5)=0

w(t
ow
ox

\

(*)

da forma w(t,z) = T (t) X (). Temos sucessivamente (usando os célculos da alinea

2. e a menos de constantes multiplicativas)

{ X//:ﬁX

X(0) = X'(5) =0

w(t,z) = e 2 gen (1 + 2n) 2).

X(z)=sen((1+2n)z) e T(t)= e—(1+2n)%t

e T =pT,



Fazendo uma combinacao linear infinita destas solugdes chegamos a uma solugao

formal de (*) :
+oo

v(t,z) = Z cpe 20 gop (1+2n)z).

n=0

Finalmente considerando a condi¢ao inicial temos

—+00

v(0,z) = Z cpsen ((1+2n)x)

n=0

= sen (z) + 3sen (5z)

Portanto ¢, =0sen#0e2;¢co=1ecy = 3.

Podemos entao escrever a solucao do problema proposto:

u(t,z) = v(t,z)+sen (z)
= (14 e ") sen(z)+ 3e > sen (5z)



