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O 2° Teste comeca na questdo 5.
Apresente todos os célculos e justificacdes relevantes.

1. Considere a funcio u : R?> — R dada por
u(z,y) == (x2 — 3y2) +y (y2 — 3£U2) .

a) Determine uma fungdo harménica v : R?> — R tal que a funcdo f : C — C definida
por
f(2) = [z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
seja analitica e satisfaga f(i) =1 — 4.

b) Calcule
§ 2,
5dz
c(z—1)
onde C' ¢ a circunferéncia de centro na origem e raio 2, percorrida uma vez no sentido
directo.

2. Considere a seguinte fun¢3o:

2
e — 22 2241

f(z) = 25 +

definida para todos os valores de z em que esta expressdo tem significado.

zZ—1

a) Determine a série de Laurent em poténcias de z da fungdo f (z). Para que valores de
z esta funcdo coincide com a série calculada?

b) Classifique as singularidades de f (z) e calcule os respectivos residuos.
c) Calcule os seguintes integrais complexos:

) ?{ F(2)dz i) ?{ 1,
C c Z
onde C' ¢ a circunferéncia de centro na origem e raio 2, percorrida uma vez no sentido
directo.
3. Calcule o integral
o
2
/ xszn( x) d
0 x4+ 3

4. Qual o raio de convergéncia da série de Taylor em torno do ponto z = 2 + ¢ da funcdo

1
fz) = sen 3”?

z
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Inicio do 2° Teste

(2,0 val.) 5. Resolva o seguinte problema de valor inicial. Explicite a solucdo e indique o seu intervalo
maximo de definic3o:
1-t2y+t3(y—t)y=0

y(1) =1-+3

(1,5val.) 6. Determine a solucdo do seguinte sistema de equa¢des diferenciais:
{ Y1 =3y1 — 2y2 y1(0) =0
Y2 = Y1 y2(0) = 1.
(2,0val.) 7. Determine a solugdo geral da equacao diferencial

3'j+51)+4y:e_t.

8. Considere o seguinte problema

ou 0%
(A) G =gt
U(t, *7[-) = u(t7 7T)
) 0u sy = 2t m)
ox" "’ T ox a

(C) u(0,2) = 1+ senz — cos 3x.

(1,0 val.) a) Encontre as solugbes uniformes ug (t) da equagdo (A) (i. e. solugdes que ndo depen-
dem de x). Verifique que uma destas solugdes satisfaz ug (0) = 1.
(1,0val.) b) Resolva o seguinte problema de fronteira
X" = X
X(—m) = X(nm)

X'(—m) =X"(n).
(1,0 val.) c) Determine a fung¢do u que satisfaz (A), (B) e (C).

9. Seja n > 1 um inteiro, e considere a equacgdo diferencial

y+ Py = Qt)y",

que se chama equacdo de Bernoulli.

(0,5 val.) a) Mostre que a substituicio v = y'~" transforma essa equa¢do numa equagio linear na
variavel v.
(1,0 val.) b) Resolva a equagdo diferencial

3tg)—|—y+t2y4 =0, com y(1)=1.



