Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccio de Algebra e Andlise
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1* Epoca — 26/VI/00 Duragao: 1h30mn/3h

Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

I - (3 v.) Considere a fungao complexa de variavel complexa definida por:

3 3

g(z)=2"-7%
1. Determine o conjunto de pontos em que g¢(z) satisfaz as equagoes de Cauchy-
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da fungao g?

2. Mostre que a parte real e a parte imagindria de g (z) sao fungdes harménicas e
determine uma fungao f(z) analitica em C, cuja parte imaginaria coincide com a
parte imaginaria da fungao g (z) e tal que f (0) = 5.

3. Utilizando a fungao f (z) determinada na alinea anterior , calcule

(Considere o sentido positivo.)

2 1 1
IT —(3,5 v.) Considere a fungao f(z) = % + gz O Z3n4,
L .~ o o=,
1. Determine o interior da regiao de convergéencia da série E W z°"
i
n=1

2. Indique e classifique as singularidades da fungao f(z) situadas no circulo |z| < 1.
3. Calcule os residuos de f(z) nestas singularidades.

4. Indique os possiveis valores para o integral de f ao longo de curvas fechadas simples
seccionalmente regulares contidas no circulo |z| < 1.

ITI — (2 v.) Determine a solucao do seguinte problema de valor inicial:

(1+*)y —2ty>=0; y(0) =

Sl

Indique o intervalo maximo de definicao desta solucao.
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IV — (3 v.) Considere a seguinte matriz:

31 0 0
03 0 0
A=100 1 1
00 —1 1

1. Calcule e*A.
2. Seja x a solugao do problema de valor inicial X’ = Ax, x(1) = [ 0001 ]T.
Determine x (2).

V — (2 v.) Resolva o seguinte problema de valor inicial:
y'+4y=sen(2t) ;  y(0)=0;  y(0)=1.

VI - (3,5 v.)

2

1. Determine a série de senos da fungao f(z) = 2* —  no intervalo [0, 1].

2. Resolva a equagao:

( 0’u  Ou

@—E—Fu, 116]0,1[

w(0,t) =u(l,t)=0

( u(z,0) =22 —x .

VII - (1,5 v.) Sendo f : R —R uma fungao de classe C? e g (t,y) = y*> — t, considere a
seguinte equacao diferencial:

d
fog(ty)—f’og(t,y)+2yf’og(t7y)d—gt/=0-

1. Determine um factor de integragao para esta equacao.

2. Para que condigbes iniciais y (tg) = yo pode garantir a existéncia e unicidade de
solucao?

FIM DO TESTE

VIII - (1,5 v.) Seja f(z) uma funcao analitica em C e considere a fungao g : R —R
definida por

g(0) =Re [f () + f (e7)]
1. Mostre que g é uma funcao periédica par.

2. Relacione as derivadas da fun¢ao f(z) em z = 0 com os coeficientes da série de
Fourier da fungao g (9).



