Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccio de Algebra e Andlise

1° TESTE DE ANALISE MATEMATICA IV
CURSOS: Eng. Mecanica, Eng. Quimica, Quimica, Eng. Bioldgica
1% Epoca — 6/V /00 Duragao: 1h30mn
Justifique cuidadosamente todas as suas respostas.

I — (6 valores) Considere a fungao complexa de varidvel complexa definida por:
g(2) =iz +7%
(a) Determine a parte real u(z,y) e a parte imaginaria v(x,y) de g (z) e o conjunto de

pontos em que estas funcoes satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann. O que
pode concluir sobre a analiticidade da fungao g (2)?

(b) Mostre que estas fungdes u(z,y) e v(x,y) sdo harménicas e determine uma fungao
f (2) analitica em C, cuja parte real coincide com a parte real u(x,y) da fungao g (z)
e tal que f(0) = 1.

(c) Utilizando a fungao f (z) determinada na alinea anterior ! | calcule:

i) fz|:1f iz) dz if) ]{Z|:1 / Z(f) dz

(Considere o sentido positivo.)

IT —(7 valores)

1. Considere a funcao
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a) Determine a regiao de convergéncia da série . z~
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(b) Indique e classifique as singularidades da funcao f(z).
(c) Calcule os residuos de f(z) nas singularidades situadas no semiplano Im(z) > 0.

(d) Utilize o Teorema dos Residuos e o Lema de Jordan para calcular
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VIRE, SE FAZ FAVOR

1Caso nio tenha resolvido a alfnea I (b) utilize a seguinte funcao analitica:

fla+iy) =z —2zy +i(a® +y—y> +1).



ITI (4 valores)

(a) Calcule a solugao (diferenciavel em [—1, +o00[ ) do seguinte problema de valor inicial:

y+2ty=>0(), y(=1)=0,
onde [ |
t ,sete|—1,0

b(t)_{ 0 ,setel0,+o0]

(b) Determine o intervalo maximo de definigao da solugao do seguinte problema de valor
inicial:

y =ty 12, y(0)=1.

. ~ L. .1
IV — (3 valores) Seja f(z) uma fungao analitica em C\{1 + 4, 7}

(a) Mostre que existem duas funcoes g1(2) e ga(2), analiticas no circulo |z| < v/2, tais
que ¢g2(0) =0 e
f(2) =g (2) +92(1/2)

1
para qualquer z no anulo — < |z| < v/2.
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(b) Para cada w € C, tal que |w| # 1, relacione as fungdes g, e go com o integral

[t

(Considere o sentido positivo.)



