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e Numeros reais (propriedades algébricas, relacdo de ordem e propriedade do supremo).
Ntimeros naturais. Método de indugao.
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e Primitivagao. Calculo integral em R: integral de Riemann; integrabilidade de funcoes
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e Fungoes transcendentes elementares: logaritmo, exponencial e fungoes hiperbdlicas.
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Horario de Dividas. Segundas, quartas e sextas das 14.00 as 15.15, no gabinete do Professor
Miguel Abreu (2-N4.8). Sempre que o nimero de alunos presentes o justifique, as aulas de dividas
terao lugar na sala de dividas (2-N2.2).

Método de Avaliagdo. Mini-testes (50%) + Exame (50%).

H4 6 mini-testes escritos com a duragdao de 25 minutos cada e exercicios tirados das Fichas de
Exercicios. Tém lugar no final de cada aula prética das 2%, 4%, 6%, 8%, 10% e 12% semanas efectivas
de aulas (o primeiro tem assim lugar na semana de 2 a 6 de Outubro). Cada mini-teste terd uma
classificagao entre 0,0 e 2,0 valores, contando os 5 melhores. Nota minima nos mini-testes é 5,0
em 10,0 valores. Alunos tém que frequentar turma pratica em que estao inscritos.

H4 duas datas de exame final escrito, marcadas para 8 e 22 de Janeiro de 2006 as 9.00, tendo
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contando o melhor dos dois. Nota minima no exame é 4,0 em 10, 0 valores.

A nota final minima para aprovagao na cadeira é 9,5 em 20,0 valores. Qualquer aluno com
nota final igual ou superior a 17,5 deverd apresentar-se para fazer uma prova oral. Se nao o fizer
a sua nota final na cadeira sera de 17.

Importante. Esquecam maquinas de calcular.
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Propriedades Basicas dos Nimeros Reais. Recordemos primeiro as chamadas Propriedades
Algébricas do conjunto dos nimeros reais R, i.e. aquelas que se referem as operacoes fundamentais
de adicao e multiplicagao.

Propriedade 1. (comutatividade de + e -)
Va,beR a+b=b+a e a-b=b-a.
Propriedade 2. (associatividade de + e -)
Va,b,ceR a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-¢)=(a-b)-c.
Propriedade 3. (distributividade)
Va,bceR a-(b+c)=a-b+a-c.
Propriedade 4. (elementos neutros)
F'0eR : a+0=0+a=a para qualquer a € R.
F'1eR\{0} : a-1=1-a=a para qualquer a € R.

Propriedade 5. (simétricos e inversos)
VaeR 3F'(—a)eR : a+(—a)=0. O nimero (—a) é designado por simétrico de a.
VaeR\{0} FalteR : a-al=1. O nimeroa=! é designado por inverso de a.

Exemplo 1.1. O conjunto N = {1,2,3, ...} dos nimeros naturais satisfaz as Propriedades 1- 3. O
conjunto Ng = {0, 1,2,...} também satisfaz a Propriedade 4. O conjunto Q dos nimeros racionais
satisfaz todas estas 5 propriedades. Voltaremos com mais detalhe a estes conjuntos bem vossos
conhecidos.

Nota 1.2. Quaisquer outras propriedades algébricas dos numeros reais podem de facto ser de-
duzidas a partir destas cinco primeiras, usando as regras basicas da logica matemaética. Por outro
lado, estas propriedades nao podem ser deduzidas a partir de outras mais elementares. Por esta
razao, chamamos a estas propriedades basicas de azxiomas algébricos ou axiomas do corpo dos
nimeros reais. As outras propriedades que se deduzem a partir destas podem ser designadas de
teoremas ou proposicoes.

Propriedade 6. (Lei do Corte para a Adi¢ao) Para quaisquer a,b,c € R, se a+b = a+ ¢ entdo
b=c. (lLe.Va,bceR, a+b=a+c=b=c.)

Demonstracao. Usando as cinco propriedades acima, podemos mostrar a Lei do Corte para a
Adicao da seguinte forma:

a+b=a+c (hipdtese inicial)
= (—a)+ (a+b)=(—a)+ (a+¢) (Propriedade 5 determina (—a))
= ((—a)+a)+b=((—a)+a)+c (Propriedade 2 - associatividade)
=0+b=0+c¢ (Propriedade 5 — propriedade do simétrico)
=b=c (Propriedade 4 — 0 é neutro para +)

O
Propriedade 7. (Lei do Corte para a Multiplicagdo) Va,b,c e R, (a#0ea-b=a-c)=>b=c.
Propriedade 8. (Zero é Elemento Absorvente da Multiplicagdo) Para qualquer a € R tem-se que
0-a=a-0=0.
Propriedade 9. (Subtraccao)
Va,beRI'zeR: a+z=0>.

Este nimero x = b+ (—a) ¢ designado por diferenga entre b e a e representa-se por b — a.
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Propriedade 10. (Diviséo)
Va,beR coma#0, 'z ecR: a-xz=»b.
Este miimero x = b-a~! é designado por quociente de b por a e representa-se por b/a.

Propriedade 11. Para quaisquer a,b € R, se a-b =0 entdo a = 0 ou b = 0, i.e. em R ndo
existem divisores de zero.

Propriedade 12. (Regras de Sinais) Para quaisquer a,b € R tem-se que
—(~a)=a, —(a+b)=—a—b, —(a-b)=(=a)-b, (=a)-(~b) =a-b
e, seb+#0,
—(a/b) = (=a)/b=a/(=b).
2. AuULA — 27 DE SETEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Propriedades Algébricas do conjunto R dos nimeros reais.

Propriedades de Ordem. Recordemos as chamadas Propriedades de Ordem do conjunto dos
nimeros reais R, i.e. aquelas que se referem ao subconjunto RT C R formado pelos nimeros
positivos ou, de forma equivalente, ao subconjunto R~ C R formado pelos nimeros negativos:

a€R™ & (—a) eRT.
Propriedade 13. (RT é fechado para + e -)
a,beRT = a+beR" e (a-b)eRT.

Propriedade 14. (tricotomia)
Qualquer numero real a € R verifica uma e uma sé da sequintes trés condigcoes:

a€RY ou a=0 ou (—a)eRT.
Nota 2.1. A Propriedade 14 da tricotomia pode também ser escrita da seguinte forma:
R=R U{0} URT,
onde o simbolo LI significa “uniao disjunta”.

Nota 2.2. Quaisquer outras propriedades de ordem dos nimeros reais podem de facto ser de-
duzidas a partir destas duas primeiras. Por essa razao, chamamos as estas duas propriedades de
azriomas de ordem dos nimeros reais.

Definicao 2.3. (Relagbes de Ordem)

Sejam a,b € R. Diremos que a € menor que b ou que b € maior que a, escrevendo a < b ou b > a,
quando (b —a) € RT. Diremos também que a € menor ou igual a b ou que b é maior ou igual a
a, escrevendo a < b ou b > a, quando (b —a) € RT ou b = a.

Nota 2.4. As seguintes equivaléncias sdo consequéncias simples da Defini¢ao 2.3:
a>02acR" e a<0sacR .

A Propriedade 13 pode assim ser escrita na forma
a,b>0 = a+b>0 e a-b>0,

ou na forma equivalente

a,b<0 = (—a)+(-b)=—(a+b)>0 e (—a)-(-b)=a-b>0.
Assim, uma consequéncia imediata da Defini¢ao 2.3 e da Propiedade 13 é:
a>=a-a>0, Ya#0,

pelo que
1=1>>0.
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Propriedade 15. (Propriedade Transitiva)
Va,b,ceR, (a<beb<c)=a<c.

Dem. E vélida a seguinte sequéncia de implicagoes:

a<beb<c (hipétese inicial)
= (b—a)eR" e (c—b) eRT (Definigao 2.3)
= ((b—a)+ (c—b)) e RT (Propriedade 13 - fecho de R™)
= (c—a) € RT (exercicio!)
=a<c (Definigao 2.3)

Propriedade 16. (Propriedades Algébricas) Para quaisquer a,b,c,d € R, tem-se que:

(i) sea <b entioa+c<b+c;

(i) sea<bec>0entdoa-c<b-c;
(i1i) sea<bec<0entiob-c<a-c;
(iv) sea<ceb<d entioa+b<c+d.

Modbdulo ou Valor Absoluto.

Definicao 2.5. O mddulo ou wvalor absoluto de um nimero real € R é definido por

2] T, se x > 0;
€Tl =
-z, sex <O0.

Exercicio 2.6. Mostre que, para qualquer = € R,
|z =|-2| >0, |z|=0c2=0 ¢ —|z|<z<]|z|.
Teorema 2.7. Sejam a,x € R. Tem-se que
|z <a & z2<a AN x> -—a.
Dem. (=)
Sabemos por hipédtese que |z| < a. Usando a propriedade algébrica (iii) obtemos
] <a= —a < —|z|.

Temos entao que
—a< —|z|<z<|r|<a,

onde as duas desigualdades do meio sdo o resultado do Exercicio 2.6. A transitividade (ii) implica
immediatamente que
—a<zx<a.

(<)
Supomos agora por hipétese que —a < x < a. Temos entao que:
(a) x>0 = |z|=2<a.
(b) x <0 = |z| = —x < a, onde a ultima desigualdade é obtida a partir da hipétese —a < x
usando novamente a propriedade algébrica (iii).

Conclui-se em qualquer dos casos que |z| < a. O
Corolario 2.8. Sejam a,x € R. Tem-se que

lz] >a & z>a V < —a .
Dem. Basta negar ambos os lados da equivaléncia do teorema anterior. O
Teorema 2.9. (Desigualdade Triangular)

[z +yl <[z[+]yl, Yo,y eR .
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Dem. Temos pelo Exercicio 2.6 que
—lrf <z <|z[ e —ly[<y<lyl.
Somando estas duas desigualdades e usando a propriedade algébrica (iv) obtemos
([ +y) Sz +y <[z +]y] .
Usando agora o Teorema 2.7, podemos conlcuir que

|z +y| < |z] + Jy| .

Exercicio 2.10. Mostre que, para quaisquer z,y € R,

=yl <l|zl+yl, lel—lyl<le—yl e |(z]-[yDl <]z -yl
Exercicio 2.11. Para quaisquer z,y € R, mostre que
|| _

|z - y| = || - |y] =
|yl

‘x’ , sey # 0.
Yy
Intervalos.

Definigao 2.12. (Intervalos) a,b € R.
Intervalo aberto: ]a,b| & {zreR: a<z<b}
(Notem que Ja,a] =0 2 conjunto vazio. Porqué?)

Intervalo fechado: [a, b] &f {reR: a<z<b}

(Notem que [a,a] = {a} = conjunto com apenas um elemento.)
Intervalos ilimitados: [a,+o0] def {xeR: x>a} ou]—o0,dq| ef {z eR : z <a}. (Notem que
10, +oo] =RT.)

O Teorema 2.7 e Corolario 2.8 podem entédo ser escritos na forma

|z] <a & x€[-a,a] e |z|>a & z€]-00,—a[U]a,+o0].
3. AuLA — 29 DE SETEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Propriedades de Ordem dos ntumeros reais. Mdédulo ou valor absoluto.
Niumeros Naturais.

Defini¢gao 3.1. (Conjunto Indutivo) Um subconjunto A C R diz-se um conjunto indutivo se
satisfaz as seguintes duas condigoes:
(i)leA e (i)acA=(a+1)eA.
Exemplo 3.2. R e R sao indutivos (porqué?). R™ nao é indutivo (porqué?).
Definicao 3.3. (Ntuneros Naturais) O conjunto dos nidmeros naturais é o “menor subconjunto

indutivo de R” e representa-se por N. Mais precisamente,

N &f {n € R : n pertence a qualquer subconjunto indutivo de R} .

Nota 3.4. (Informal) Temos entdo que: 1 € N; 2 “rt1e N; 3 o t1e N; .... Ou seja,

N={1,2,3,4,..}.

Indugao Matematica. O facto de N ser, por defini¢do, “o menor dos subconjuntos indutivos de
R” implica que

(1) se A C R é indutivo entdo N C A.
Teorema 3.5. (Principio de Inducdo Matemética) Se A C N € indutivo, entdo A = N.

Dem. Como A é indutivo temos por (1) que N € A. Como por hipétese A C N, conclui-se
imediatamente que A = N. O
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Método de Indugao Matematica. O Principio da Inducao Matemaética, enunciado no Teo-
rema 3.5, estd na base de um método eficaz de demonstracdo de determinadas proposigoes/propriedades
relacionadas com os niimeros naturais: o chamado Método de Inducdo Matemdtica. Descrevemos
de seguida este método, indicando entre parentesis como se relaciona com o Principio de Indugao
Matematica.

Designemos por P(n) uma determinada proposigdo ou propriedade que se pretende mostrar
verdadeira para todo o n € N. (Seja A = {n € N : P(n) é verdade}. Segue da sua defini¢do que
A C N.) O Método de Indugao Matematica consiste em provar separadamente que

(i) P(1) é verdadeira. (1 € A.)
(ii) se P(n) é verdadeira para um determinado n € N, entdo P(n + 1) também é verdadeira.
(neAd=(n+1)eA)
Conclui-se a partir de (i) e (ii) que
P(n) é verdadeira para todo o n € N.
((i) e (ii) implicam que A ¢ indutivo, pelo que o Teorema 3.5 permite concluir que A = N.)

Exemplo 3.6. (Ficha 2, I 1.(a)) Consideremos a seguinte proposi¢do, que queremos mostrar
verdadeira para qualquer n € N:
1
P(n) = é vélida a seguinte férmula: 1 +2+---4+n = % .

Pelo Método de Indugao Matematica, a prova faz-se em dois passos.
(i) [P(1)]. Mostrar que a férmula dada é vélida quando n =1, i.e. que

o que é claramente verdade.
(ii) [P(n) = P(n + 1)]. Assumindo como verdadeira a hipdtese P(n), i.e.
n(n+1)
2
h& que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
(n+1)((n+1)+1)
2

1+2+---4+n= , para um determinado n € N,

1+24+ -+ (n+1)= , para o mesmo determinado n € N.

Isto pode ser feito da seguinte forma:

1424+ m+1)=0+2++n)+(n+1)

n(n+1 .
= % +(n+1) (pela hipdtese P(n))
_ (n+1)(n+2)
2

Simbolo de Somatério. O Principio de Inducao Matemadtica estd também na base de uma
maneira de definir entidades matematicas relacionadas com os nimeros naturais: as chamadas
Definigcoes por Recorréncia. Descrevemos de seguida uma dessas definigoes, a do simbolo de
somatorio, que nao é mais do que uma notacgao muito 1til para lidar com somas de varias parcelas.

Definicao 3.7. Para qualquer n € N e nimeros reais aj,as,...,a, € R, o simbolo de somatdrio
n
>
k=1
define-se por recorréncia da seguinte forma:

n n n—1
g ar=a;sen=1,e E ap = E ar | +a, sen > 1.
k=1 k=1 k=1
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Ou seja,

ag +az =a1 +az,

»
w HMM
[
S
ES
I
>
N HMH
—

ak +az3 =ay; +az+as, ....

bl
)
o
Il

—
=

—

Nota 3.8. O indice k do somatério é um indice mudo, desempenhando um papel muito auxiliar.
Uma mesma soma pode aparecer na notacao de somatorio de formas diferentes. Por exemplo:

n n n
E QA = E a; = E aj .
k=1 i=1 j=1

Exemplo 3.9. A férmula que provamos por inducao no Exemplo 3.6, pode ser escrita usando o
simbolo de somatério da seguinte forma:

zn:k:n(n—&-l)

k
(i.e. neste caso a = k para k=1,...,n).

Teorema 3.10. (Propriedades do Somatério — Ficha 2, IT 2.)

(a) Z(ak + b)) = Z ag + Z bi (prop. aditiva)
k=1 k=1 k=1

(b) Z(c cag) =c <Z ak> , VeeR (homogeneidade)
k=1 k=1

n
(c) Z(ak —ap-1) = an — ag (prop. telescdpica)
k=1

Dem. (a) e (b) ficam como exercicio. Provamos (c) por indugao.
[P(1)]. Mostrar que a férmula dada em (c) é valida quando n = 1, i.e. que

1

Z(ak —ak-1) =a1 —ao,

k=1
o que ¢é imediato a partir da Defini¢ao 3.7 do simbolo de somatério quando n = 1.
[P(n) = P(n + 1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.
n
Z(ak —ak—1) = an — ag, para um determinado n € N,
k=1
h& que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e.
n+1
Z(ak — ak—1) = Gpt1 — ag, para o mesmo determinado n € N.
k=1

Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1 n
Z(ak —ag_1) = Z(ak —ag—1)+ (@nt1 — Gny1-1) (por def. de somatdrio)
k=1 k=1

= (an — ao) + (ant1 — an) (pela hipdtese P(n))

= Qnp+1 — Qo
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4. AurLa — 2 DE OUTUBRO DE 2006

Ultima Aula.

e Método de Inducdo Matemédtica. Seja P(n) uma proposigdo que se pretende mostrar
verdadeira para todo o n € N. Se
(i) P(1) é verdadeira e
(ii) P(n) verdadeira para um determinado n € N = P(n + 1) verdadeira,
entdo P(n) é de facto verdadeira para todo o n € N.
e Simbolo de Somatério, > _;'_, ax, definido por recorréncia:

n n n—1
E ar=a;sen=1,e E ap = g ar | +a, sen > 1.
k=1 k=1 k=1

Mais Indugao e Somatdérios. Nem o Método de Indugdo, nem o Simbolo de Somatério, tém
necessariamente que “comecar” em n = 1. Ambos admitem generalizaces simples, tendo como
ponto de partida um dado m € Z. O caso m = 0 é ilustrado no exemplo seguinte.

Exemplo 4.1. (Ficha 2, IT. 6) Vamos neste exemplo mostrar que, para qualquer r € R com r # 1
e qualquer n € Ny = NU {0},

1— pntl

2) Zr T

Usaremos o Método de Inducao comegando em n = 0.
[P(0)]. Mostrar que a férmula (2) é valida quando n = 0, i.e. que

1 -7t
Z r :
1—r
o que é claramente verdade (ambos os termos sdo iguais a 1).

Nota: por definicao r° = 1.
[P(n) = P(n+ 1)]. Assumindo como verdadeira a hipétese P(n), i.e.

1— rn+1
Zr , para qualquer 1 # r € R e um determinado n € Ny,

hé que mostrar a validade da tese P(n + 1), i.e
n+1

1 —pnt2
Z F— | para qualquer 1 # r € R e 0 mesmo determinado n € Ny .

Isto pode ser feito da seguinte forma:

n+1
Z rk = Z rk 4 pntl (por def. de somatério)
1 —pntl 1 L
=1 + ot (pela hipStese P(n))
_ 1— rnJrl + TnJrl _ ,r.n+2 B 1— rn+2
B 1—r 17

Numeros inteiros e racionais.
Definicao 4.2. O conjunto dos nimeros inteiros, representado por Z, é o conjunto:
-—3,-2,-1,0,1,2,3, ...

ou seja, pode ser formalmente definido por

Z¥{zeR: 2eNVa=0V (-z) €N}
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O conjunto dos numeros racionais, representado por Q, é o conjunto dos nimeros reais que sao
quocientes de dois niimeros inteiros:

QdZEf{xER: ,r:gcomp,qEZeq;éO}.

Exercicio 4.3. Recorrendo ao Método da Inducao Matematica, mostre que Z é fechado para a
adicao e subtraccao, e que Q é fechado para a adigdao, multiplicagao, subtraccao e divisao.

Numeros Irracionais. E claro que
NCZCQcCR.

Sera que Q # R?

Provavelmente, ja vos foi dito que niimeros como 7 e v/2 néo sio racionais. A demonstracio da
irracionalidade de 7 ¢é bastante dificil, mas a irracionalidade de v/2 (algo que os mateméticos da
grécia antiga j& conheciam!) segue-se das propriedades que ja vimos e, em particular, do seguinte
facto:

Exercicio 4.4. Verifique que se p € N e p? é um niimero par entdo p também é par.
Teorema 4.5. (ITrracionalidade de v/2) Se a € R e satisfaz a> = 2 entdo a ¢ Q.

Dem. Vamos supor, sem perca de generalidade, que a > 0. (Exercicio: demonstre o resultado
quando a < 0.) Por absurdo, supomos que existiam nimeros naturais p e ¢ tais que a = p/q, ou
seja:

Podemos assumir que p e ¢ ndo tém nenhum divisor comum (sendo comegavamos por simplificar,
eliminando esses divisores comuns). Assim, temos que

p* = 2¢%,
donde p? é um nimero par. Concluimos do Exercicio 4.4 que p é par, ou seja p = 2k, para algum
natural k € N. Daqui, segue-se que:

p? =4k* =2¢* = 2k?> =¢* (lei do corte).

Logo ¢? é par, e portanto ¢ também é um nimero par: ¢ = 2s, para algum natural s € N.
Assim, acabamos de mostrar que ambos p e g possuem 2 como divisor comum, o que contradiz
a nossa hipdtese de que p e ¢ nao tinham divisores comuns. O

Portanto, um ndmero real a tal que a? = 2 ndo pode ser racional. Mas serd que existem ntiimeros
reais cujo quadrado é 27 Na realidade, as propriedades que vimos até agora nao sao suficientes
para responder a esta questao, pois quer R quer Q satisfazem todas as propriedades acimas:

Exercicio 4.6. Mostre que o conjunto Q, dos nimeros racionais, satisfaz todos os Axiomas de
Corpo (Propriedades 1-5) e de Ordem (Propriedades 13 e 14).

Assim, se pudessemos utilizar as propriedades que vimos acima para mostrar que a equacao
a® = 2 tem solucdes reais, entdo seguiria-se que essa equacido também teria solucdes racionais, con-
tradizendo o Teorema 4.5. Estudaremos mais adiante uma propriedade fundamental dos niimeros
reais que nos permitem distinguir Q de R, e mostrar que esta equacao tem solugao, i.e., que existe
o ntmero real v/2.

Funcoes Reais de Variavel Real. Vamos agora estudar fungoes definidas em subconjuntos de
R com valores em R, i.e.
f:DCR—=R
D>z~ f(z).

O conjunto D C R onde a fungao f esta definida é designado por dominio de f. O contradominio
de f é o conjunto
f(D)={yeR: y= f(x) para algum « € D} .
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Uma funcéo f diz-se majorada (respectivamente minorada) se existir M € R (respect., m € R)
tal que f(x) < M (respect., f(xz) > m) para todo o z € D. Uma fungdo que é simultaneamente
majorada e minorada diz-se limitada.

O grdfico de uma funcdo f é o subconjunto do plano R? definido por

grafico de f = {(z,y) € R?: zeDey= f(@)} .
Como veremos abaixo, é muitas vezes 1til esbogar este conjunto. No entanto, isto nem sempre é

facil ou mesmo possivel.
Uma funcao f com dominio D C R diz-se

par se f(x) = f(—z), Yz e D,
impar se f(z) = —f(-z), Ve € D,
crescente se (x1 < xe = f(x1) < f(x2)) , Vai,20 € D,
e decrescente se (x1 < xo = f(x1) > f(x2)) , V1,20 € D.
Uma funcao f com dominio D C R diz-se
periddica com periodo T > 0se f(z+T) = f(z), Yz € D.

5. AuLA — 4 DE OUTUBRO DE 2006

Ultima Aula. Recordédmos algumas definicoes relativas a funcoes definidas em subconjuntos de
R com valores em R, i.e.

f:DCR—=R
D>z~ f(z).
Exemplos. Recordemos alguns exemplos de fungoes elementares ji vossas conhecidas.
Exemplo 5.1. Funcées polinomiais sao fungdes com expressao analitica dada por um polinémio,
i.e., funcgoes da forma

n
f(x):Co+011‘+02z2+-~-+cnx": E ckxk, com cg,...,c, € R.
k=0

O dominio de qualquer uma destas funcoes é D = R.

Ficura 1. Gréfico das fungoes polinomiais f, g : R — R definidas por f(z) =z
2

e g(x) = z°.
Veremos que quando uma fungdo polinomial tem grau impar o seu contradominio é todo o R,
enquanto que quando uma func¢ao polinomial tem grau par o seu contradominio é um intervalo
da forma [m,+oo[ ou |]—oo, M], com m, M € R. A Figura 1 mostra o grifico de duas fungoes
polinomiais. Nos exercicios 1 a 5 do grupo IV da Ficha 2 apresentam-se algumas propriedades
importantes das fungoes polinomiais.
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Exemplo 5.2. Fungoes racionais sao fungoes com expressao analitica dada pelo quociente de dois
polinémios, i.e., funcoes da forma
flx) = M com p e g polinémios.
q(x)

Estas funcgoes nao estdo definidas nos pontos em que o denominador se anula, pelo que o seu
dominio é dado por D = {z € R : ¢(x) # 0}.

Um exemplo simples é a funcdo definida por f(z) = 1/x, cujo gréfico estd representado na
Figura 2.

FIGURA 2. Gréfico da funcdo racional f : R\ {0} — R definida por f(z) =1/z.

Tanto o seu dominio como contradominio sdo R \ {0}. Esta fungéo é impar, decrescente em
]—00,0[ e em ]0, +00[ (mas ndo em todo o seu dominio R\ {0}).

Exemplo 5.3. Duas fungoes que estao intimamente relacionadas, como serd explicado mais adi-
ante, sdo a fungdo exponencial f(x) = €%, que possui dominio D = R, e a funcdo logaritmo
g(x) = log(z), que possui D = R*. Os seus graficos estd representado na Figura 3.

3

-3 -1 3
-1
-3

FicuraA 3. Grafico da funcao exponencial e da fungao logaritmo.

Sao ambas fungoes estritamente crescentes. O contradominio da fungéo exponencial é f(R) =
R*, enquanto que o contradominio da fungao logaritmo ¢ g(R™) = R. Portanto, a fungao expo-
nencial é uma fun¢ao minorada mas nao majorada, enquanto que a funcao logaritmo nao é nem
majorada nem minorada.

Algumas propriedades fundamentais da fungao exponencial e da fungdo logaritmo que devem
recordar sao as seguintes:
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(i) eV =1elog(1l) = 0;
(i) e*-e¥ =€tV Va,y € Relog(a-b) =log(a) +log(h), Va,beRT;
(iii) (%)Y =e"¥, Va,y € R e log(a®) =b-log(a), Ya € RT,b € R.

Exemplo 5.4. As fungoes trigonométricas seno e coseno sao fungoes cujo o dominio é todo o R.
Os seus graficos estao representados na Figura 4.

e
AN

F1curaA 4. Grafico das fungoes trigonométricas seno e coseno.

Qualquer uma destas fungoes tem por contradominio o intervalo [—1, 1], sendo portanto fungoes
limitadas. A funcao seno é impar e periddica de periodo 27, i.e.

sen(z) = —sen(—z) e sen(xz+27) =sen(z), Vo € R.
A funcao coseno é par e também periddica de periodo 27, i.e.
cos(z) = cos(—x) e cos(x+2m) =cos(x), Vr eR.
As funcoes seno e coseno satisfazem a seguinte relagdo fundamental:
(3) sen?(z) +cos’(z) =1, Vo € R.

Os exercicios 6 e 7 do grupo IV da Ficha 2 apresentam outras propriedades importantes das fungoes
Seno e coseno.

Exemplo 5.5. As funcdes trigonométricas tangente e cotangente sdo definidas a partir das fungoes
Seno e coseno:

(4) tan(z) = sen(x) 1 cos(x)

e cot(z) = tan(x) - tan(x)

O dominio da fungao tangente é o subconjunto de R definido por

Dian ={z €R : cos(x) A0} ={x R : x;«ékﬂ—&—gcomkeZ}.

cos(z)

O seu contradominio é R e o seu grafico esta representado na Figura 5. A fungao tangente é impar
e periédica de periodo m, i.e.

tan(z) = —tan(—z) e tan(z+m) =tan(z), V& € Dian -

FicUrA 5. Gréfico da funcao trigonométrica tangente.
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O dominio da funcao cotangente é o subconjunto de R definido por
Deot ={z€R : sen(z) #0} ={z€R: x#krcomkeZ}.
O seu contradominio é R e a representacao do seu grafico fica como exercicio. A fungao cotangente
também é fmpar e periddica de periodo 7, i.e.
cot(x) = —cot(—z) e cot(x +m) =cot(r), V& € Deot -
Exemplo 5.6. As funcgoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico sdo definidas a partir da funcao
exponencial:

(5) senh(z) = G_T e cosh(z) = 5

O dominio das fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico é todo o R. Os seus graficos estao
representados na Figura 6.

FicuraA 6. Gréfico das fungoes seno hiperbélico e coseno hiperbdlico.

A funcao seno hiperbdlico é impar e tem por contradominio R. A funcao coseno hiperbdlico é
par e tem por contradominio o intervalo [1, +oco[. Estas duas fungdes satisfazem a seguinte relagao
fundamental:

(6) cosh?(z) —senh?(z) =1, Vo € R.

O exercicio 8 do grupo IV da Ficha 2 apresenta outras propriedades importantes das funcoes seno
hiperbdlico e coseno hiperbdlico.

Funcao composta. Uma forma de produzir novas fungoes a partir de fungoes conhecidas é com-
pondo fungoes.

Definicao 5.7. Sejam f: Dy CR—Reg: Dy CR — R duas fungoes reais de varidvel real. A
funcao composta (f o g) é definida por

(fog):Dsog — R
z— (fog)(x) = flg(x)),
onde Doy ={z€R: x€D, ¢ g(x) € D}
Temos assim que
Dy> Doy % g(Djog) © Dy — f(Dy) D (fog)(Dyeg)
r —  gl®) =y —  [fly) = flg(z))

i.e., a fungdo composta f o g corresponde a aplicar primeiro a funcao g e de seguida a fungao f.

Exemplo 5.8. Consideremos as fungoes g : R\ {0} — R e f: R — R definidas por

g(x) =~ e f(y) =sen(y).
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Temos ent@o que (f og) : Dsoqg =R\ {0} — R é dada por

(fog)x) = flg(x)) = f(1/z) = sen(1/x).

O seu grafico estd representado na Figura 7.

F1GurA 7. Gréfico da funcao f : R\ {0} — R definida por f(z) = sen(1/z).

6. AuLA — 6 DE OUTUBRO DE 2006

Na ultima aula recorddmos a nocao de funcdo. Antes de prosseguirmos, vale a pena notar
que uma func¢do nao € necessariamente definida por uma expressao algébrica. Na realidade, uma
funcao f : D — R é apenas uma regra que a cada nimero real x € D atribui um ntdmero real
f(x) € R. Os préximos dois exemplos sao fungoes que nao sao definidas por expressoes algébricas.

Exemplo 6.1. Consideremos a chamada fun¢do de Heaviside H : R — R, definida por

H(x) 0, sexz<0;
xr) =
1, sex>0.

O seu grafico estd representado na Figura 8.

-2 -1 1 2
Ficura 8. Gréfico da fungao de Heaviside.

Esta funcao é limitada, crescente, e o seu contradominio é {0, 1}.

Exemplo 6.2. Consideremos a chamada fung¢do de Dirichlet D : R — R, definida por

0, sex e
D(x){l, se x € R\ Q.

Esta fungao é limitada e o seu contradominio é {0,1}. Reparem que ndo é possivel esbogar o
grafico desta fungao da forma usual. Notem que o grafico estd sempre bem definido, e que isto
nao deve ser confundido com a questao de esbogar o grafico numa folha de papel.
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Limite de uma funcao num ponto. Vogés ji viram no Secundério a definigdo intuitiva de
limite de uma funcao:

Uma funcdo f tem limite b quando z tende para a, se pudermos fazer f(x) tao
préximo de b quanto quisermos, tomando z suficientemente préximo (mas distinto)
de a.

Com esta defini¢cdo informal é possivel tratar exemplos simples de fungoes e calcular limites ele-
mentares. No entanto, ela pode dar lugar a alguma confusao quando prentendemos tratar exemplos
mais complicados como, por exemplo, o limite de f(z) = sen(1/z) quando z tende para 0, ou da
funcao de Dirichlet quando z tende para algum a.

O primeiro problema nesta “definicao” estd em que nao é claro o que se entende por estar
prozimo de. Repare-se que dizer que f(z) estd préximo de b (respectivamente, x estd préximo
de a) deve significar que |f(z) — b| (resp. | — a]) é pequeno. Assim, podemos refinar a nossa
“definicao” para:

Uma fungao f tem limite b quando x tende para a, se pudermos fazer |f(z) — b|
tao pequeno quanto quisermos, tomando |z — a\ suficientemente pequeno (mas
diferente de zero).

Mas agora vemos que temos um outro problema: o que é que queremos dizer com os termos
tdo pequeno quanto quisermos e suficientemente pequeno? Ao esclarecer o verdadeiro significado
destes termos chegamos a definicao precisa de limite, que é a seguinte:

Definicao 6.3. Dizemos que uma funcao f tem limite b quando = tende para a se para todo o
e > 0 existir § > 0 tal que, para todo o x, se 0 < |z — a|] < ¢ entdo |f(x) — b| < . Em notacao de
quantificadores, podemos escrever esta condicao na forma:

(7) Ve>030>0: 0<|z—al<d=|f(x)—b<e.

Notem que tudo o que fizermos daqui em diante dependera desta definicao! Por isso, memorizem-
na como se fosse a tabuada o mais rapidamente possivel. E uma boa ideia comegarem por resolver
o0s seguintes exercicios:

Exercicio 6.4. Usando a defini¢ao precisa de limite, mostre que:

(i) se f: R — R é uma funcao constante, i.e., para a qual existe ¢ € R com f(z) =c¢, Va € R,
entao

lim f(z) =limec=c¢c, Va € R.

(ii) se f: R — R é a fungdo identidade, i.e., f(z) =z, Yz € R, entédo

lim f(z) = limx =a, Ya € R.

r—a

Nota 6.5. Para definir o limite lim,_,, f(z) ndo é necessédrio que a pertenga ao dominio D de f.
No entanto, deve ser claro que a defini¢ao s6 faz sentido se para todo o § > 0 existir x € D tal
que 0 < |z — a| < §. Assumiremos sempre que esta condi¢do se verifica.

Exemplos. Apresentamos de seguida alguns exemplos de calculo de limites a partir da defini¢ao.
Na proxima aula veremos alguns resultados que permitem simplificar imenso o célculo de limites e
evitar recorrer a esta definicao. No entanto, é muito importante prestar atencao a estes primeiros
exemplos e procurar interiorizar o seu verdadeiro significado.

Exemplo 6.6. Vejamos que para qualquer nimero real a > 0 e natural p se verifica:

lim o = dP.
r—a

Pelo exercicio 8 do grupo II da Ficha 2, sabemos que é vélida a igualdade:

P
a? — b’ =(a—0) Zap_kbk_l.

k=1
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Se | —a| <1 temos que |z| < a + 1, e concluimos que:

P

ja? —a?| <o —a| Y JafP~F|a]*
k=1
p
<l|z—a Z(a + 1)PRgh L
k=1

Assim, definimos M = > ¥_,(a + 1)P"%a*~! e dado ¢ > 0, um ndmero real qualquer, vamos
escolher § = min(1, 17). Entdo, para todo o z tal que 0 < |z — a| < 6, temos que

€
P —ad?| <|zx—alM < —M =c.
o — a7 < o —alM <
Portanto, lim,_., P = aP como afirmamos.
Exemplo 6.7. Consideremos a funcao de Heaviside H : R — R. Vamos ver que:

0, se a < 0;
lim H(z) =<1, se a > 0;
r—a

nao existe, se a=20.

Suponhamos primeiro que a > 0. E claro que se tomarmos |z — a|] < a entdo x > 0, logo:
O<|z—a|<a=|H(z)—-1=|1-1]=0.
Portanto, dado € > 0 podemos tomar § = a que se verifica:
O<|z—a|<d=|H(@x)—-1<e,

ou seja, lim,_,, H(xz) = 1. De forma anéloga, mostra-se que se a < 0 entéo lim,_., H(z) = 0.
Vejamos agora que o lim, .o H(x) ndo existe. Para obter o significado preciso do que significa

nao existir o limite, comegamos por observar o que significa afirmar que uma funcao f nao tem

limite b quando z tende para a. Para isso, basta negarmos a condicao na definicao de limite:

existe algum ¢ > 0 tal que para todo o § > 0 existe um x que satisfaz |z —a| < ¢
e|f(x) —b| >e.

Se preferirmos, em notacao de quantificadores:
Je>0Vd>03z: 0<|z—a|<dA|f(x)—b >¢.

Vejamos entao que para qualquer nimero real b a fungao H nao tem limite b quando z tende
para 0. Observe que para qualquer § > 0, se |z| < § entdo temos:

sex <0 = H(z)=0= |H(z)—b| = b|,

sex>0= H(z)=1= [H(z)—b=1-0|.
1
2

Vé>03z: 0<|z—a|<OA|H(z)—b| >¢,

Portanto, basta tormarmos € = 5 max(|b|, |1 — b|) para que se verifique:

donde o limite ndo é b. Como b era um niimero real qualquer, concluimos que o limite lim, o H(x)
nao existe.

Exercicio 6.8. Considere a fungao de Dirichlet D : R — R. Mostre que, para qualquer a € R,
lim,_,, D(x) nao existe.

Exemplo 6.9. Consideremos a fun¢ao f: D = R\ {0} — R definida por

f(w) = sen (i) 7

e que estuddmos brevemente na ultima aula. O ponto 0 nao pertence ao dominio da fungao, mas
ainda faz sentido falar em lim,_,gsen(1/x) (cf. Nota 6.5).
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Comegamos por observar que sen(j + 2km) = 1 e que sen(—5 + 2km) = —1, para qualquer

. . . ~ + _ 1
inteiro k € Z. Seja entdo z;| = — T2k
que:

1 - _ . ,
ks € T = Se b é um numero real qualquer, temos

[f(z) =Bl =[1=bl, |f(z)—bl=[-1—b]=[1+b|.
Seja entdo ¢ = smax(|1 — b|,|1 4+ b). Dado § > 0, podemos sempre escolher um inteiro k
suficientemente grande de forma que 0 < |zj| < §, logo:

Vé>03zeD: 0<|z|<IN|f(z)—b]>¢,

donde o limite de f quando z tende para 0 nao é b. Como b era um numero real qualquer,
concluimos que lim,_,q f(z) néo existe.

Exemplo 6.10. Consideremos a funcao f : D = R\ {0} — R definida por

e s (1)

O seu gréfico estd representado na Figura 9.

F1aura 9. Graéfico da fungao f: R\ {0} — R definida por f(z) = = - sen(1/x).

Tendo em conta que |sen(y)| <1, Vy € R, temos para todo o z € R\ {0} que

1 1
x~sen<)’:|x|- sen()‘gbc.
x x

Segue-se que dado € > 0 podemos tomar § = € obtendo:

0<

Ve>030>0: 0<z|<d=|f(x)] <e.

Ou seja, concluimos que:

(8) lim 2 - sen (;) ~0.

z—0

Podem encontrar muitos outros exemplos de cédlculo de limites através da definicao no Spivak,
que vos podem ajudar a interiorizar esta nogao. Leiam-no!

7. AuLA — 9 DE OUTUBRO DE 2006
Ultima Aula. Definicao de limite:
lim f(z) =b & Ve>03>0: 0< |z —a|<d=|f(x)—b <e.

Vimos ainda alguns exemplos de calculo de limites recorrendo a esta definicao. Nesta aula vamos
estudar varios resultados que permitem calcular limites facilmente.
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Propriedades do Limite de Fungoes num Ponto. Vamos agora estudar algumas propriedades
elementares do limite de func¢bes que nos ajudarao no seu calculo, sem termos de recorrer a
definigao.

Teorema 7.1. (Unicidade do Limite) Seja f uma fun¢do e suponha-se que lim,_,, f(x) =b e que
lim, ., f(z) =V'. Entéob=1.
Dem. Comegamos por escrever usando a definicao de limite:
9lig%bf(ac):b S Vex>036>0: 0<|z—a|l <o =|f(x)—b <e,
;iir}lf(x):b’ & Ve>030>0: 0<|z—a|<d=|flz)-V|<e.

Suponhamos, por absurdo, que b # b'. Entao vamos tomar € = ‘b_zb/I e, para os §; e do dados por

estas defini¢oes, escolhemos 6 = min(d1,d2). Concluimos que, para todo o x tal que 0 < |z —a| < 4,
temos:

|f(z) = bl <eA|f(x)=V]|<e,

Segue-se que:
b—0b]=[b— f(z)+ flz) = V]
<o = f@)+ |f(x) = V']

<e+te
=2=b-10|
uma contradicdo. Assim, necessariamente, b = b'. O

Note que se f e g sao fungoes entao podemos formar as seguintes novas fungoes:
e A funcao f+ g, dita a soma de f e g e a funcao diferenca f — g, dita a diferenca de f e g:
(f+9)@) = flx) +9(z), (f-9)()=f(x)—g).
e A funcao f - g, dita o produto de f e g:
(f - 9)(x) = f(z)g(x).

e A funcao g, dita o quociente de f por g:

f iy 1@
g 9(x)
Note que o dominio das fun¢des soma, diferenga e produto, ¢ a intersecgao Dy N D, dos dominios

das fungoes parcelas. O dominio da fungao quociente 5 é:

Dﬁ ={reDsNDy:g(x)#0}.

Finalmente, dada uma fun¢ao f e um nimero real ¢ € R podemos considerar a fungao cf definida
por:

(cf)(@) = cflx),
e cujo dominio é o mesmo que o dominio de f. Também podemos pensar nesta fungao como o
produto da fungao constante g(x) = ¢ pela fungao f.

Teorema 7.2. (Limite e Operacoes Algébricas) Sejam f e g fungdes tais que

lim f(z) =b e limg(z)=c.

r—a

Entao:
(1) limg—q(f £ g)(z) = limy_, f(2) £lim, ., g(x) = b+ c.
(ii) limg—q(f - g)(2) = limy_q f(x) - limg—q g(z) =b - c.
(iii) se c#0,
/ _ lim, _.q f(l‘) 9

lim = (r) = ——%42 "0 —
zlfig(x) limy o g(z) ¢
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Dem. Vamos demonstrar em detalhe a propriedade (i). As demonstragoes das outras propriedades
sdo andlogas e podem ser encontradas no Spivak.
Comegamos por recorrer a defini¢ao de limite para escrever:

lim f(z) =b < Ve>035 >0 : O<|x—a|<61:>|f(x)—b|<g,
r—a
lim g(z) =c & Ve>03d,>0: O<|xfa|<52é|g(z)fc|<%.

Assim, se escolhermos ¢ = min(dy, d2), obtemos:

0<lfz—al<d=|(f+g)(x) = (bFc)=I[(f(z) -b) £ (9(z) - )]

f(x) = b+ g(z) = ¢

0 que mostra que:
lim (f £ ¢)(z) = lim f(z) + lim g(z) = b+ c.

r—a r—a

O

Exemplo 7.3. Recorrendo a este resultado é muito facil calcular certos limites sem ter de passar

pelo processo doloroso de encontrar os € — § correctos. Por exemplo,
ot —3r+2  limg_.(2* - 372 +2)
lim = -
T—a 2 +1 hIIla:*,a(a?2 + 1)
limg_,q 2% — limg_q 32 + lim, 4 2 .
= lo T 7.2
T 22 T lmo . 1 (pelo Teorema (i)
4
a*—3a+2
= W (pelo Exemplo 66)

Principio do Encaixe ou da Funcao Enquadrada.

(pelo Teorema 7.2 (iii))

Teorema 7.4. Sejam f, g e h fungdes tais que
f(x) < g(x) < h(z),
para qualquer x € Dy N Dy N Dy,. Temos entdao que
il_}ma flx)y=b= ;Eh(x) = lljl_rgg(x) =b.
Dem. Pela definicao de limite podemos escrever:
iiirzf(x)zb S Ve>036>0: 0<|z—al<d=—-—e<flz)—-b<e,

limh(x) =b & Ve>030:>0: 0<|z—a| <= —--e<g(x)—c<e.

Tr—a

Assim, dado € > 0, tomamos § = min(dy, d2). Usando o facto de que g estd encaixada entre f e h,
obtemos:
glx)—=b<h(x)—b<e
O0<|z—a|<d= = |g(z) —b| <e.
9(z) = b= f(z) —b> —
Portanto,
Ve>030>0: 0<|z—a|<d=]g(z)—b <e & limg(z) =0b.

r—a

O

Exemplo 7.5. Uma andlise simples do circulo trigonométrico permite mostrar que, para 0 <

|z| < 7/2 é valida a relacao:
senx

0<cosx < <1.

Como:
limcosz=1=1lim1,
x—0 x—0
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concluimos pelo principio do encaixe que:

Limite de Fungoes Compostas.

Teorema 7.6. Sejam f: Dy CR—=Reg: D, CR — R duas funcoes reais de varidvel real, e
(fog):Dfog CR — R a sua fun¢io composta. Se

limg(z) =beR e lirr})f(y):ceR,

r—a y—
entao

lim (f o g)(z) = lim f(g(x)) = c.
Dem. Pela definigao de limite (notem a altera¢io nos nomes das varidveis!):
(9) limg(z)=b & Vy>030>0: 0<|z—al <d=|g(z) —b <7,
(10) lirr}?f(y):c S Ve>03y>0: 0<|y—=bl<y=|fly) —cl<e.
y*)
Seja entao dado € > 0. Tomamos v > 0 tal que (10) é satisfeita, e de seguida, para esta escolha
de v tomamos § > 0 tal que (9) é satisfeita. Segue-se que:
0<|z—al<d=lg(x)=b <v,  (por (9))
= [f(g(z)) —c| <&, (por (10)).
Logo, concluimos que:
Ve>030>0: 0<|z—al<d=|f(9(x)) — ¢ <e & lim(fog)(x)=lim f(g(x)) =c.

Tr—a Tr—a
O
Exemplo 7.7. Suponhamos que pretendemos calcular lim,_,q ber;(ifz) Observamos que:
2
sen” x
2 = f(g(x)),
onde g(z) =22 e f(y) = =*. Como jé sabemos que (ver Exemplo 7.5):
limz?=0 e limwzl,
z—0 y—0 y
o Teorema 7.6 mostra que:
tim 5280
x—0 T

8. AurLA — 11 bE OUTUBRO DE 2006

Ultima Aula. Operacoes algébricas e limites. Principio do Encaixe. Limite de Fun¢des Com-
postas.
Nesta aula vamos estudar algumas extensoes tteis do conceito de limite.

Limites Relativos e Laterais.

Definigao 8.1. Sejam f: D C R — R uma func¢do e A C D um subconjunto do seu dominio.
Diremos que f tem limite b no ponto a relativo ao conjunto A, e escreveremos
lim f(z) = b,
z€A
se a restrigcdo de f ao conjunto A, f|a : A — R, tem limite b no ponto A4, i.e., se lim,_,, fla(z) =,
o que por definicao de limite significa
Ve>030>0: (reAel<|z—a|<d)=|f(z)-b <e.

Nota 8.2. Como ja foi referido na Nota 6.5 para o limite usual, para definir o limite relativo
lim, ., fla(xz) ndo é necessério que a pertenca ao conjunto A C D, bastando que para todo o
d > 0 exista z € A tal que 0 < |z —a| < §.
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Nota 8.3. Ha dois casos particularmente importantes desta definicao de limite relativo, dando
origem aos chamados limites laterais:

(i) quando A = D NJa, +o0[ temos o chamado limite lateral & direita, ou simplesmente limite
a direita, que serd denotado por lim,_ .+ f(z). Recorrendo a quantificadores podemos
escrever:

Ve>030>0: (r€Del<z—a<d)=|f(x)—bl<e.

(ii) quando A = DN]—o00, af temos o chamado limite lateral & esquerda, ou simplesmente limite
a esquerda, que serd denotado por lim,_ .- f(z). Novamente, usando quantificadores
podemos escrever:

Ve>030>0: (reDel<a—x<d)=|f(z)—b <e.
Exemplo 8.4. Vimos que a fun¢do de Heaviside H : R — R definida por:

H(z) = 0, sexz<0;
B 1, sex>0.

nao tem lim, .o H(x). No entanto, tem limites laterais no ponto zero dados por

lim H(z)=0 e liIf(()l+H(,’L‘>=1.

z—0~

Exercicio 8.5. Para uma fungdo f, mostre que lim,_, f(z) existe e é igual a b sse existem os
limites laterais lim,_,,+ f(z) e lim,_ .- f(z), e sdo ambos iguais a b.

Recta Acabada, Indeterminacoes e limites.

Definicao 8.6. Designa-se por recta acabada, e representa-se por R, o conjunto

RERU {—00, 400} .

Os elementos —oo e o0 satisfazem a relacao de ordem
—o<r <40, VreR,
bem como as regras operacionais algébricas que se descrevem de seguida.

As regras operacionais algébricas com os elementos —oo e 400 sdo determinadas por forma
a que os Axiomas de Corpo (Propriedades 1-5 dos niimeros reais; cf. Nota 1.2) continuem a ser
validos na recta acabada R. Quando numa determinada operacao nao for possivel determinar uma
regra nestas condicoes, diremos que estamos perante uma indeterminacao.
Relativamente a adigao, temos que
a+ (+o0) =400 e a+(—0)=—-00, YaeR,
bem como
(+00) + (+o0) =40 e (—0)+ (—00) = —0c0.

Por outro lado,
(11) (+00) + (—00) é uma indeterminagao do tipo co — oo .

Nota 8.7. A primeira vista, tendo em conta a propriedade do simétrico, poderia parecer razoavel
definir (+00) 4+ (—00) = 0. Esta definigao iria no entanto contrariar a propriedade associativa pois,
como foi referido por um aluno durante a aula, teriamos que

(a+ (+0)) 4+ (—o0) = (+0) + (—00) =0 mas a—+ ((+0)+(—x))=a+0=a, YVa eR.

Problemas semelhantes estao na origem das restantes indeterminacoes. Verifiquem que de facto
assim é!
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Relativamente a multiplicacao, temos que

a- (+£oo0) = {:I:oo,

Foo,

se a > 0;
se a < 0.
Temos também que

(+00) - (+00) = 400 = (—00) - (—00) e
Por outro lado,

(12) 0 (£00) é uma indeterminagao do tipo 0 - oo .

Esta indeterminacao da naturalmente origem a indeterminacoes na divisao:

minagoes do tipo

00 1

(13) —=—00=0-0
0o 00
e
0 1
14 —=0--=0-00.
Relativamente & potenciacao a’, com a > 0, temos que
0 0< 1; 1
ate — R seU<a<l; o a4-® — ,
+o00, sea>1; atoe
bem como
0 se b < 0;
+OO b — ) )
( ) {Jroo, se b > 0.

Por outro lado

(15) 17°° é uma indeterminagao do tipo 1°°,
e

(16) (+00)? é uma indeterminagao do tipo oc”.
Esta 1dltima indeterminagao estd directamente relacionada com a

(17) indeterminagao do tipo 0°

ja existente em R.

(+00) - (—0) = —00.

as chamadas indeter-

Queremos agora definir limites nas recta acabada, de forma que faca sentido falar nos limites:

LSl e Im i)

e ainda que o resultado de um limite possa ser +oo. Para isso, define-se a vizinhanga de raio e > 0

de um ponto a € R como sendo o conjunto
Ve(a) =]la—e,a+e¢].
A definicao de limite de uma funcdo pode ser escrita na forma

(18) def,
Se definirmos vizinhanga de raio € > 0 de —oco e 400 por
Ve(=00) =]—00,=1/e[ e Vi(+oo) =]1/e, +o0],
a definigdo (18) continua a fazer sentido na recta acabada
R={-0c0} URU{+00},

i.e., para a,b € R. Passaremos assim a usé-la também neste contexto.

JljiLI}lf(ar)zl)<:>V&?>OEI5>O: x € Vs(a)\ {a} = f(x) €

Ve (b).

Exercicio 8.8. Verifique que a defini¢do (18) para o limite na recta acabada R tem os seguintes

significados:
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(i) limg— 400 f(z) =b € R sse
Ve>03L>0: z>L=|f(x)—b <e.

(ii) limy oo f(x) =b € R sse
Ve>03IL>0: z<—-L=|f(x)-b <e.

(iil) limg—q4 f(x) = +00, onde a € R, sse
VL>030>0: |[x—a|<d= f(z) > L.

(iv) limg 4 f(z) = —o00, onde a € R, sse
VL>030>0: |[x—a|<d= f(z) < —L.

Verifique, ainda, o que significa lim, 4. f(x) = +o0, e lim,_,,+ f(x) = +oo.

Exercicio 8.9. Mostre que

lim —=0 e lim — = 4o00.
r—+oo I r—0t T
Exemplo 8.10. O conhecimento que temos das fungoes exponencial e logaritmo, permitem-nos
afirmar que
lim e® =+oc0, lim =0, lim log(z) =+4occe lim log(zx)=—o0.
T—+00 z—0+t

r—+00 T— —00

Estes factos, que sé provaremos rigorosamente mais tarde no curso, serao usados em exemplos e
9 b
podem (e devem) ser usados na resolucdo de exercicios.

Os resultados que estuddmos na ltima aula sobre operagoes algébricas e limites (Teorema 7.2) e
limite de fungoes compostas (Teorema 7.6), continuam a ser védlidas para a recta acabada R, desde
que nao originem alguma das indeterminagoes referidas anteriormente. Ilustramos isto mesmo no
nosso proximo exemplo.

Exemplo 8.11. Vimos na aula anterior que:
. sen(x
lim (z)

z—0 €T

=1.

Usando este facto, pretende-se completar o grafico da Figura 9 do Exemplo 6.10 calculando o

limite
im oo ;)
Iim z-sen|— ) .
r— 400 €T

Notem que a propriedade algébrica (ii) do Teorema 7.2 d4 neste caso origem a uma indeterminagao
do tipo oo - 0, pelo que nao pode ser usada para calcular este limite.
Consideremos as fungoes g, f : R\ {0} — R definidas por

1 o _ sen(y)
sa) =1 o f="20.

Temos ent@o que (f og): Dsoy =R\ {0} — R é dada por

UO@@ﬁ—f@@»—fﬂﬁﬂ—ﬁm@u)—zﬂm(i).

1/x
Como
= ol w . . 1 , _,.osen(y)
+00 € Dyog =R\ {0} =R, lim g(z) = lim —=0 e limf(y)=lim =L

podemos concluir pelo Teorema 7.6 que

lim (fog)(z)= lim x~sen<1) 1.

r——+00 r——+00
Na notagao do Teorema 7.6, temos que neste exemplo

a=40c0, b=0 e c=1.
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A andlise anterior pode ser escrita abreviadamente da seguintes forma:
: . 1 1
considerando a mudancga de varidvel y = — & = —, em que x — +o00 = y — 0,
x Y
temos que

1 1
lim - sen () = lim — - sen(y) = lim sen(y) =1.
xT—-+00 €T y—0y y—0 Yy

A Figura 10 apresenta uma versao mais completa do grafico da Figura 9, tendo ja em conta o
limite calculado neste exemplo.

FI1GURA 10. Versao mais completa do grafico da funcao f : R\ {0} — R definida
por f(z) =z -sen(l/x).

9. AurLA — 13 DE OUTUBRO DE 2006

Continuidade de Fungoes Reais de Variavel Real. Dada uma funcao f : D — R a relagao:
lim f(z) = f(a).

pode nao se verificar. De facto, esta igualdade pode falhar por varias razoes:
1

x

e O limite de f(z) quando x — a néo existe (por exemplo, a funcao f(z) = sen(
a = 0; cf. Exemplo 6.9).

e O limite existe, mas o ponto a nao pertence ao dominio D, e portanto nao faz sentido
sequer falar em f(a) (por exemplo, a fungdo f(z) = zsen(L) em a = 0; cf. Exemplo 6.10).

e O limite existe, a pertence ao dominio, mas o limite é diferente de f(a) (construam um
exemplo!).

)em

Este tipo de comportamento pode ser considerado anormal, e por isso convencionou-se um nome
para qualificar as fungbes que se portam bem:

Definigao 9.1. Uma fungdo f: D C R — R diz-se continua num ponto a € D se
lim f(z) = f(a),
Tr—a

e diz-se continua se for continua em todos os pontos do seu dominio D.

Intuitivamente uma fungao é continua se o seu grafico nao apresenta interrupgoes, saltos ou
oscilagoes. FEmbora esta ideia intuitiva seja muitas vezes suficiente para decidir se uma funcao
é continua olhando para o seu grafico, hé situagdes em que isso nao é de todo claro, e por isso
a definicao precisa que demos acima é muito importante. Em termos de € — §, uma fungdo f é
continua em a se:

Ve>030>0: |[z—a|l<d=|f(x)— fla)| <e.
Naturalmente que as propriedades do limite de uma fungao num ponto dao origem a propriedades
andlogas para as fungbes continuas. O teorema seguinte ilustra este facto.

Teorema 9.2.
(i) Se f e g sao fungoes continuas num ponto a € Dy N Dy, entio f g, f-g e flg (se
g(a) # 0) também sao continuas em a.
(ii) Sejam f e g duas fungées. Se a € Dyoq, g € continua em a e f € continua em g(a), entdo
(fog) € continua em a.
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Dem. Consequéncia imediata da Definicao 9.1 e dos Teoremas 7.2 e 7.6. O

Continuidade Lateral. A nocao de limites laterais introduzida na Nota 8.3 d4 naturalmente
origem & seguinte definicao de continuidade lateral.

Definicao 9.3. Sejam f: D C R — R uma funcao e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:

(i) f é continua a direita em a se lim,_,,+ f(z) = f(a);

(ii) f é continua a esquerda em a se lim,_ .- f(z) = f(a).

Teorema 9.4. Sejam f : D C R — R wma fungdo e a € D um ponto do seu dominio. f €
continua em a, i.e.

lim f(z) = f(a),

r—a

sse f € continua a direita e d esquerda em a, i.e.
lim f(z) = f(a) = lim f(z).
z—a¥t T—a~
Dem. Exercicio simples. (]

Exemplo 9.5. A fungdo de Heaviside H : R — R, definida por

H(z) = 0, sexz <0,
B 1, sex >0,

é continua a direita no ponto zero, mas nao é continua & esquerda nesse ponto. De facto,

llir51+ H(z)=1=H(0) mas ‘liI(I)l_ H(z)=0+# H(0).

Exemplos de Fungoes continuas. O que ja sabemos sobre limites permite-nos decidir se muitas
funcoes sao continuas ou nao.

Exemplo 9.6.

(a) uma fungdo polinomial p(z) é continua em qualquer ponto a € R.

(b) qualquer funcao racional f = p/q, com p, ¢ polinémios, é continua em qualquer ponto
a € R onde ¢(a) # 0;

(c) a funcdo médulo f : R — R, definida por f(z) = |z|, Vz € R, é continua em qualquer
ponto a € R;

(d) a fungao de Heaviside, apresentada no Exemplo 6.1, é continua em qualquer ponto a # 0
e descontinua no ponto zero.

(e) a fungdo de Dirichlet, apresentada no Exemplo 6.2, é descontinua em qualquer ponto
a € R

Exemplo 9.7. As fungoes trigonométricas, exponencial e logaritmo sdo continuas em todos os
pontos do seu dominio. Estes factos, que s6 serdo provados mais a frente neste curso, serdao usados
desde ja tanto em exemplos como nos exercicios.

Exemplo 9.8. (Prolongamento por Continuidade) Consideremos a funcao F' : R — R definida
por
:csen(%) , sex #0
F(z) =
0, se x = 0.
Se a # 0, F é numa vizinhanca de a o produto/composi¢ao de fungdes continuas, pelo que é
continua. Por outro lado, recorrendo ao Exemplo 6.10, temos que

1
lim F(z) = lim zsen <> =0=F(0).
z—0 T— x
Logo, F' também é continua em a = 0. Assim, F' é continua em todo o R.
Esta fungao F' é um exemplo de prolongamento por continuidade. Mais precisamente, é o

prolongamente por continuidade da fungao f : R\ {0} — R, dada por f(x) = xzsen(l/x), Vo #
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0, ao ponto zero. O grupo I da Ficha 3 tem uma série de exercicios relativos a este tipo de
prolongamentos por continuidade.

Algumas Propriedades Locais das Fungoes Continuas.

Teorema 9.9. Sejam f: Df CR —-Reg: Dy, CR — R duas fungoes continuas num ponto
a€ DyNDy. Se f(a) > g(a) entdo

36>0: |x—al <d= f(z) > g(z).
Dem. Como f e g sao por hipétese continuas em a € Dy N Dy, sabemos que

Ve>0301>0: |z—a|l<d=|f(x)— fla)|<e

Ve>0302>0: |z —al <d2=|g(x) —gla)] <ce.
Escolhamos €,§ > 0 tais que

o<e<M e 6 =min{d (),d(c)}.

Temos entao que:
[z —al <d=|[f(z) - fla)l <e e [g(x) —g(a)] <e
() > fla) —e e g(z) <gla)+e
() = g(x) > (f(a) =€) = (g9(a) +¢)
= f(z) —g(x) > f(a) —g(a) — 2 > 2 -2 =0,

onde a tltima desigualdade é consequéncia da escolha feita para e. (]

= f
= f

Coroldrio 9.10. Se f : D C R — R ¢ uma fungdo continua num ponto a € D com f(a) > 0,
entdo existe 6 > 0 tal que f(x) > 0 para qualquer € Vs(a) N D.

Dem. Basta usar o Teorema 9.9 com g = fungao identicamente zero. U

Teorema 9.11. Se f: D C R — R ¢ uma fung¢do continua num ponto a € D, entdo existe 6 > 0
tal que f € limitada em Vs(a) N D.

Dem. Exercicio. O

10. AurLA — 16 DE OUTUBRO DE 2006

Propriedades Globais das Fungoes Continuas. Na tltima aula vimos que quando uma fungao
é continua num ponto a podemos obter informagao sobre o comportamento local da fungao, i.e.,
numa vizinhanca de a. Vamos agora ver que quando uma funcao é continua num intervalo [a, b]
entao podemos obter informagao sobre o comportamento global da funcao, i.e., em todo o intervalo
[a, b].

Vamos comegar por enunciar trés resultados muito importantes, e depois deduzir algumas con-
sequéncias. A demonstracao destes resultados s6 serd feita na proxima aula.

Teorema 10.1. (Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano) Seja f uma fungao continua num
intervalo limitado e fechado [a,b], tal que f(a) # f(b). Entao, para qualquer valor o € R entre
f(a) e f(b), existe um ponto c € [a,b] tal que f(c) = a.

Este resultado afirma que uma funcdo continua f num intervalo [a, b] assume todos os valores
entre f(a) e f(b). Geometricamente, isto significa que o grafico de f intersecta a recta horizontal
y = « sempre que « esteja entre f(a) e f(b), como se ilustra na seguinte figura.

¥k FALTA A FIGURA ****

Teorema 10.2. Se f é uma fungdo continua num intervalo limitado e fechado [a,b], entdo f
¢ limitada nesse intervalo, i.e., o contradominio f ([a,b]) € um conjunto limitado ou, de forma
equivalente, existe M > 0 tal que |f(z)| < M para qualquer = € [a, b].



AULAS TEORICAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 1 27

Geometricamente, este resultado diz que o grafico de f estd entre duas rectas horizontais, como
na seguinte figura.
K FALTA A FIGURA *¥**

Para enunciar o terceiro e iltimo resultado fundamental, vamos introduzir a seguinte notacao:

Definigao 10.3. Seja f : D C R — R uma fungdo. Diremos que f tem mdzimo (resp. minimo) no
conjunto D se existir um ponto ¢ € D tal que f(z) < f(¢), Va € D (resp. f(x) > f(¢), Va € D).
Neste caso, ¢ diz-se ponto de mdzimo (resp. ponto de minimo) de f em D, e f(c) diz-se o mdzimo
(resp. minimo) de f em D.

Teorema 10.4. (Teorema de Weierstrass) Se f é uma fun¢do continua num intervalo limitado e
fechado [a,b], entdo f tem mdzimo e minimo nesse intervalo.

A figura seguinte ilustra este resultado:

% FALTA A FIGURA *#¥*

Notem que para qualquer um destes resultados ser valido, a funcao f tem de ser continua em
todos os pontos do intervalo [a,b]. Basta a continuidade falhar nalgum ponto para um destes
resultados deixar de ser valido, como se ilustra nos exemplos seguintes:

Exemplo 10.5. Se restringirmos a fungio de Heaviside H : R — R ao intervalo [—1, 1]:

Hi(z) 0, se—-1<2x<0,
xT) =
1, se0 <z <1,

obtemos uma funcdo que é continua excepto na origem. Temos que f(—1) =0e f(1) =1, mas a
funcao nao assume quaisquer valores a entre 0 e 1, falhando portanto as conclusées do Teorema
do Valor Intermédio. Notem que esta fungao é limitada e tem maximo e minimo.

Exemplo 10.6. Consideremos a fungao

f(ac)z{;’ se x # 0,

0, sex=0.

Esta funcdo é continua em todos os pontos do intervalo [0,1] excepto em z = 0. Por outro
lado, f nao é limitada neste intervalo, falhando as conclusoes do Teorema 10.2 e do Teorema de
Weierstrass.

Este exemplo também mostra que nas hipéstese do Teorema 10.2 e do Teorema de Weierstrass
nao podemos substituir o intervalo fechado [a, b] pelo intervalo aberto |a, b[.

Exemplos de Aplicagoes dos Teoremas Globais. Vejamos agora algumas consequéncias e
aplicacoes destes teoremas globais. O Teorema de Bolzano tem o seguinte coroldrio imediato:

Corolario 10.7. Seja f uma fung¢do continua num intervalo [a,b] C D, tal que f(a)- f(b) < 0.
Entao existe um ponto ¢ € |a,b[ tal que f(c) = 0.

Exemplo 10.8. Vejamos como este corolario do Teorema de Bolzano pode ser usado para mostrar
que qualquer polinémio do terceiro grau, p : R — R dado por

p(x)=asz-2° +as-2*+a1 -z +ag, Vo € R, com az # 0,

tem pelo menos um zero em R, i.e., existe pelo menos um ponto ¢ € R tal que p(c) = 0.
De facto, supondo sem perca de generalidade que ag > 0, temos que

lim p(z) = lim 2®- (ag + a2 + % + a%) = (—00)? a3 = —00,
Tr— —00 Tr— —00 X X X
enquanto que
' - 1 3, G2 a1 @) _ 3. _
S p@) = i o (a4 524 T 4 g) = (o)t = oo,

Logo, existem a € R™ e b € RT tais que p(a) < 0 e p(b) > 0, pelo que o Coroldrio 10.7 do Teorema
de Bolzano garante a existéncia de um ponto ¢ € |a, b] tal que p(c) = 0.
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Nota 10.9. O resultado do Exemplo 10.8 generaliza-se facilmente para qualquer polinémio de
grau fmpar, mas nao para qualquer polinémio de grau par. Por exemplo, o polinémio de segundo
grau p : R — R, definido por p(z) = 2% + 1 ndo tem zeros em R. Recordem que a necessidade de
encontrar zeros para este polinémio (i.e., solucdes para a equacao z2+1 = 0) é uma das motivacdes
para a introdugao e construcao do corpo dos nimeros complexos C.

Ainda assim, podemo-nos perguntar o que é que os teoremas fundamentais acima nos permitem
dizer sobre as solucoes de equagoes polinémiais de grau par. De facto eles permitem-nos, por
exemplo, resolver uma questao que ja discutimos anteriormente:

Teorema 10.10. Para todo o o > 0 a equagao:
2 =aq,
tem uma solugdo positiva. Serd naturalmente designada por \/a.

Dem. J4 sabemos que uma funcdo polinomial é continua, logo f(z) = x? é continua. Dado

a > 0, existe um real b > 0 tal que f(b) > a: se a > 1 podemos tomar b = «; se a = 1
podemos tomar qualquer b > 1; se @ < 1 podemos tomar b = 1. Assim, a fungao f : [0,b] — R
satisfaz f(0) < a < f(b), e pelo Teorema de Bolzano concluimos que existe x € ]0,b[ tal que
flx) =22 =a. O

Recordem-se que nés mostrdmos que a equacdo 2 = 2 ndo tem raizes racionais, e na altura
mostramos que nao podiamos decidir sobre a existéncia de raizes reais baseados apenas nos axiomas
de corpo (Propriedades 1-5) e ordem (Propriedades 13 e 14) dos nimeros reais. No entanto, fomos
capazes de deduzir a partir dos teoremas fundamentais acima que esta equacao tem de facto raizes
reais! Assim, qualquer demonstracao destes resultados requer alguma propriedade adicional dos
nimeros reais que ainda nao estudamos. E isso que faremos na préxima aula.

Exercicio 10.11. Use um raciocinio andlogo ao da demonstracao do Teorema 10.10 para mostrar
que, para qualquer n € N, existem:

%/a e RY, Va e RT, e /o eR, VaeR.

11. AurLA — 18 DE OUTUBRO DE 2006

Propriedade do Supremo. Na ultima aula enuncidmos trés resultados fundamentais. Nesta
aula vamos demonstrar estes resultados. Para isso, vamos introduzir as seguintes notacoes:

Definicao 11.1. (Majorantes e Minorantes) Seja A C R um subconjunto qualquer. Um nimero
real x € R diz-se um majorante de A (resp. minorante de A) se x > a (resp. = < a) para
qualquer a € A. O conjunto A diz-se majorado ou limitado superiormente (resp. minorado ou
limitado inferiormente) se tiver majorantes (resp. minorantes), e diz-se limitado se for majorado
e minorado.

Exemplo 11.2. Seja A o subconjunto de R dado por
A={-1} U], l[={zeR:z=-1V 0<z<1}.
Temos entao que:
Majorantes de A = {z € R, > 1} =[1,4+o0[ ,
Minorantes de A= {x € R, 2 < -1} = |—o00,—1] .

Defini¢ao 11.3. (Supremo e fnﬁmo) Seja A C R um subconjunto qualquer. Um niimero real
b € R diz-se supremo de A (resp. infimo de A) se satisfaz as seguintes duas condigbes:

(i) b é majorante de A, i.e. b > a para qualquer a € A (resp. b é minorante de 4, i.e. b<a
para qualquer a € A);

ii) ndo hd majorantes de A menores do que b, i.e. b < x para qualquer majorante = de

ii) ndo ha j tes de A d b, ie. b < 1 j t de A
(resp. nao ha minorantes de A maiores do que b, i.e. b > z para qualquer minorante = de

A).
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Teorema 11.4. (Unicidade do Supremo e do fnﬁmo) O supremo e o infimo de um conjunto
A C R, quando existem, sdo unicos e serdo designados por sup A e inf A.

Dem. Sejam b,b’ € R supremos (resp. infimos) de A. Sendo ambos majorantes (resp. minorantes)
de A, a condicao (ii) anterior implica simultaneamente que

b<b e b <bh.
O Propriedade 14 da tricotomia diz-nos imediatamente que b = b'. O
A seguinte proposicdo enuncia uma propriedade muito util do supremo e do infimo.

Proposicao 11.5. (Ficha 3, II. 1) Seja A C R um subconjunto com supremo s = sup A (resp.
infimo r = inf A). Entdo:

Ve>03da€A: a>s—¢e (resp. Ve>03JacA: a<r+e).

Dem. Faremos apenas o caso do supremo (o do infimo é andlogo). Suponhamos por absurdo que
a propriedade enunciada nao era verdadeira. FEntao existiria € > 0 tal que a < s — ¢ para qualquer
a € A. Isto significaria que s — ¢ era um majorante de A menor do que s = sup A, o que contraria
a definicdo de supremo. Logo, a propriedade enunciada tem que ser verdadeira. O

Definicao 11.6. (Maximo e Minimo) Seja A C R um subconjunto qualquer. Quando existe
supremo de A e este pertence ao conjunto A, i.e. sup A € A, diremos que A tem mdzrimo e que
max A = sup A. De forma andloga, quando existe infimo de A e este pertence ao conjunto A4, i.e.
inf A € A, diremos que A tem minimo e que min A = inf A.

Exemplo 11.7. Consideremos o subconjunto A C R do Exemplo 11.2:
A={-1}U]0,1[={zeR:z=-1V 0<z<1}.

Temos entao que:
supA=1¢ A = A ndo tem maximo,
infA=-1€ A = A tem minimo e min A = —1.

Nota 11.8. Observem que dada uma funcdo f : D — R, f(c¢) é maximo de f em D (ver Defini¢ao
10.3) sse é o méximo do conjunto f(D), i.e., do contradominio de f.

Depois desta digressao, recordemos agora o:

Teorema 11.9. (Teorema do Valor Intermédio ou de Bolzano) Seja f uma fungao continua num
intervalo limitado e fechado [a,b], tal que f(a) # f(b). Entao, para qualquer valor o € R entre
f(a) e f(b), existe um ponto c € [a,b] tal que f(c) = a.

Dem. do Teorema de Bolzano. Vamos supor que f(a) < f(b) (o caso f(a) > f(b) é inteiramente
andlogo) e fixemos um nimero real o € R tal que f(a) < a < f(b). Um ndmero ¢ € (a,b) que é
candidato natural a soluc¢ao de f(c¢) = « é o supremo do conjunto

C={x€la,b]: f(z) <a}.

Vamos entao sup6r que existe o supremo deste conjunto que designamos por ¢ = sup C. Como
a € C e b é majorante de C, temos necessariamente que a < ¢ < b. Para provar que f(c) = a,
provamos separadamente que f(c) < ae f(c) > a.
e f(¢) < a. Suponha-se, por absurdo, que f(c¢) > a. A fungdo g(z) = f(z) — o é continua
em c e satisfaz g(c) > 0. Pelo Corolario 9.10, existe € > 0 tal que g(z) > 0 para todo
o x € |c—e,c+el. Isto significa que f(x) > « para todo o = € |c —¢,c+ [, pelo que
CNJec—eg,c+ e[ =0 o que contradiz a propriedade do supremo dada pela Proposigao 11.5
e f(c) > a. Suponha-se, por absurdo, que f(¢) < a. A fungdo g(z) = a — f(x) é continua
em c e satisfaz g(c¢) > 0 logo, pelo Coroldrio 9.10, existe ¢’ > ¢ tal que g(¢’) > 0, ou seja
f(d) < a. Isto significa que ¢ < ¢’ e ¢ € C. Logo ¢ nao poderia ser majorante de C, o
que contradiz o facto de ¢ = sup C..

Assim, ¢ € [a,b] e f(c) = a, como querfamos demonstrar. Notem que, de facto, ¢ € (a,b) pois

fle) =a# f(a), f(b). U
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Esta demonstracao estd incompleta pois falta mostrar que o conjunto C' tem supremo! FEste
facto nao pode ser deduzido dos axiomas de corpo (Propriedades 1-5) e ordem (Propriedades 13 e
14) dos ntimeros reais. Precisamos entdo de uma nova propriedade dos niimeros reais:

Propriedade 17. (Propriedade do Supremo)
Qualquer subconjunto de R majorado e nao-vazio tem supremo.

Tudo o que faremos de agora em diante depende deste facto fundamental. Por isso, memorizem-
no e procurem compreendé-lo o melhor possivel!

Recorrendo a esta propriedade, vemos imediatamente que o conjunto C' tem supremo pois é
majorado (por b, por exemplo) e é ndo-vazio (contém a, por exemplo). Assim, a demonstracao
fica completa.

Exercicio 11.10. (Propriedade do Infimo)
Mostrem (usando a Propriedade do Supremo) que qualquer subconjunto de R minorado e nio-vazio
tem infimo.

As demonstragdes dos outros dois resultados fundamentais, que vimos na 1ltima aula, também
recorrem a Propriedade do Supremo.

Teorema 11.11. Se f € uma fungdo continua num intervalo limitado e fechado [a,b], entdo f
¢ limitada nesse intervalo, i.e., o contradominio f ([a,b]) € um conjunto limitado ou, de forma
equivalente, existe M > 0 tal que |f(x)| < M para qualquer z € [a, b)].

Dem. De forma analoga a demonstracao do Teorema de Bolzano, introduzimos o conjunto:
C={x €a,b]: félimitada em [a,x]}.

Claramente este conjunto é nao-vazio pois contém a. Por outro lado, C' é um conjunto majorado
por b. Pela Propriedade do Supremo temos que existe & = sup C'. Vejamos que, de facto, b = a:

e a > a. Como f é continua em a, pelo Teorema 9.11, existe § > 0 tal que f é limitada em
[a,a + 0). Portanto, f é limitada em [a,a + §/2] donde oo > a+6/2 > a.

e a = b. Suponhamos, por absurdo, que a < a < b. Como f é continua em « € |a, b|, pelo
Teorema 9.11 concluimos que existe § > 0 tal que f é limitada em o — §,a + 6[. Mas
entdo f é limitada em [a, @ — d] e em Jao — §, a + 0], logo é limitada em [a, + /2], 0 que
contradiz o facto de que « é o supremo de C.

Assim, temos que b = sup C e portanto f é limitada em qualquer intervalo [a, z] com z < b.

Isto ndo mostra ainda que f é limitada em [a, b], porque ainda nao sabemos se b = supC € C,
i.e. se b =max(C. Mas basta agora observar que f é continua em b, logo pelo Teorema 9.11, existe
d > 0 tal que f ¢ limitada em (b — ,b]. Se f é limitada em [a,b — d] e em (b — §,b] entao f é
limitada em [a, b], como prentendiamos mostrar. ]

Finalmente, falta mostrar o:

Teorema 11.12. (Teorema de Weierstrass) Se f € uma fungdo continua num intervalo limitado
e fechado [a,b], entao [ tem mdzimo e minimo nesse intervalo.

Dem. do Teorema de Weirstrass. Vamos mostrar que f tem méximo. A demonstragdo que f tem
minimo é inteiramente analoga.
Consideremos o contradominio de f, i.e, o conjunto dos valores que f toma em [a, b]:

C={f(z):z € [a,b]}.
Este conjunto é ébviamente nao vazio e, pelo teorema anterior, é limitado. A Propriedade do
Supremo garante que existe M = supC. Tudo o que temos a fazer é mostrar que M € C, pois
isso significa que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = M > f(z) para todo o = € [a, b].
Suponha-se, por absurdo, que M # f(c) para todo o ¢ € [a,b]. Entdo podemos definir a funcao
g : la,b] — R por:
1

g(z) = m
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Esta fungao é continua, pois é a composta de fungoes continuas e o denominador nao se anula.
Pela propriedade do supremo M = sup C' dada pela Proposicao 11.5, temos que para todo o € > 0
existe x € [a,b] tal que f(x) > M — ¢, ou seja,
1 1
)= —"7— > —.
Isto mostra que g ndo é limitada em [a, b], o que contradiz o Teorema 10.2 que mostramos anteri-
ormente. (]

12. AurLA — 20 DE OUTUBRO DE 2006

Derivada de Uma Fungao num Ponto. A nocdo de derivada é a primeira das duas nogoes
fundamentais do Calculo que vamos estudar. A outra é a nogao de integral que serd estudada
mais tarde.

A nocgao de derivada de uma fungao pode ser motivada das mais variadas formas. Por exemplo,
a origem do conceito de derivada esta ligada a Fisica e alguns dos resultados que vamos estudar
tem interpretacoes fisicas imediatas, recorrendo a conceitos como o de velocidade e aceleragao.
No entanto, preferimos recorrer a um problema geométrico simples, que permite mostrar que a
derivada é de facto um conceito matematico preciso e importante em muitas aplicagoes.

A questdo que colocamos é a seguinte: Dada uma funcao f : D C R — R, que num ponto
a € D tem o valor f(a) € R, qual a recta do plano R? que melhor aproxima o grafico de f num
vizinhanga do ponto (a, f(a))? A resposta a esta questdo é, naturalmente, a recta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)). Surge entdo o problema de como calcular a equacao dessa recta
tangente.

Denotando por (z,3) as coordenadas de um ponto arbitrério do plano R?, a equacio de qualquer
recta ndo vertical que passe no ponto (a, f(a)) é dada por

(y—fla)=m-(z—a),
onde m € R é arbitrdrio e representa o declive da recta determinada pela equacdo. A resolugao
do nosso problema passa pois por calcular o declive da recta tangente ao grdfico de uma funcao f
num ponto (a, f(a)).
Esse calculo pode ser feito com base na nogao de limite. De facto, a recta tangente ao gréfico
de uma funcdo f num ponto (a, f(a) pode ser obtida como o “limite” de rectas secantes ao mesmo
grafico, como ilustra a Figura 11.

F1GURA 11. A recta tangente como limite de rectas secantes.

Assim, para cada h € R suficientemente pequeno, podemos considerar a tnica recta do plano
que passa nos pontos (a, f(a)) e (a+ h, f(a + h)). E uma recta secante ao grafico de f e o seu
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declive é dado por
fla+h) — f(a)
W .
Quando h — 0, as correspondentes rectas secantes “tendem” para a recta tangente ao grafico de
f no ponto (a, f(a)), pelo que é natural considerar que o declive desta tltima é dado pelo limite
dos declives das rectas secantes:

o L@ D) = F@) @)~ fa)

h—0 h z—a T—a

onde a igualdade é consequéncia da mudanga de varidvel h = £ — a < = = a + h. Somos assim
levados a colocar a seguinte defini¢ao formal:

Definigao 12.1. Seja f : D C R — R uma fungdo e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que f € diferencidvel no ponto a € D com derivada f'(a) se existir em R o limite

Fa) — i T2 = S0)

z—a T —a
Antes ainda de vermos alguns exemplos, trés comentarios a esta defini¢ao:

e O primeiro comentério é que a notagdo para a derivada f’(a) sugere que devemos pensar
na derivada como uma funcgao. De facto assim é: a cada a em que o limite na Defini¢ao
12.1 existe associamos o nimero real f’(a). Assim, o dominio Dy da funcdo derivada é
um subconjunto do dominio de f.

e O segundo comentario é que, embora tenha sido a nogao geométrica intuitiva de recta
tangente a motivar a Definicdo 12.1 de derivada de uma funcdo, nés ainda nao temos
uma definicao matematica precisa de recta tangente. Mas podemos agora usar a nogao de
derivada para dar uma defini¢ao precisa:

Definigao 12.2. Seja f : D C R — R uma fungao diferencidvel num ponto a € D. A
recta tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a)) é a recta definida no plano pela equagéo

(19) (y— fa)) = f'(a) - (x —a).

e O terceiro e dltimo comentdrio tem a haver com a interpretacao fisica da derivada. Se x(t)
representa a posi¢ao de um objecto em movimento no instante de tempo ¢, entao a razao:
x(t+ h) — x(t)
h
representa a “velocidade média” do objecto no intervalo de tempo [t,t+ h]. Podemos pois
pensar na derivada
/ . x(t+h) —x(t)
() = }ILT%) h
como a velocidade instantinea do objecto no instante ¢. Assim, podemos dizer que a
velocidade instantanea do objecto é a taxa de variagao da posigao.
Notem, ainda, que a nogao de taxa de variacao faz sentido em qualquer situagao em
que uma quantidade varia. E por isso que a nog¢ao de derivada é tao importante quer em
Matematica quer nas aplicagoes.

Exemplos.
Exemplo 12.3. Seja f : R — R a funcao definida por
flx)=az+ 8, VzeR,

onde «, f € R sao constantes. Temos entao que, para qualquer a € R,

flx) = fla) _ lim (ax + B) — (aa + B)

f/(a) - %l—{% xr—a r—a Tr—a
T C et

r—a Tr—a
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Concluimos assim que
(20) fx)=az+3,VzeR= f(z)=a, Vz ER.
Exemplo 12.4. Seja f: R — R a funcao definida por
f(z) =sen(z), Vo e R.

Usando o resultado da alinea (g) do exercicio 6 do grupo IV da Ficha 2, que nos diz que

sen(a) — sen(b) = 2sen (a;b) cos <a ;— b) , Va,beR,

temos entao que, para qualquer x € R,

rin o fl@d+h)—flx) sen(x + h) — sen(x)
flo) = == =i h

= cos(z),

onde a tltima igualdade usa o limite notéavel lim, .o %
continua.
Concluimos assim que a derivada da fungéo f(z) = senz existe em todos os pontos € R e

que a fungdo derivada é a fungéo f/(z) = cosz.

=1 e o facto do coseno ser uma fungao

Exercicio 12.5. Mostre que a derivada da funcdo g(x) = cosx existe em todos os pontos z € R
e que a fungao derivada é a funcdo ¢'(z) = —senz.

Exemplo 12.6. Seja f: R — R a funcao definida por
f(z)=¢€", Yz eR.

Temos entao que, para qualquer z € R,

. YR - f(@) . emth_em
o) = Jim = "

o ezeh_ x oy " eh—l

= Aso h T Ao © h

h—1
= ¢e* lim =e",
h—0
e’ —1

onde a ultima igualdade usa o limite notavel lim,_.q — =1que serd estudado mais adiante.
Concluimos assim que a derivada da fungao f(z) = e existe em todos os pontos x € R e que
a fungao derivada é ela prépria: f/'(z) = e*.
Exemplo 12.7. Seja f : RT™ — R a funcao definida por
f(x) =logz, Yz € RT.
Temos entao que, para qualquer z € RT,
, +h)—f(x) .. log(z+h)—log(z) . log(l+2)
F@=m= A h M
Considerando a mudancga de variavel

h h
tzlog(l—l—x)@etzl—i—x(:)x(et—l):h emque h—0&t—0,

temos entao que

log (1+ 2
Pyt o0t L ]

= . llm =
R0 h t—=0x(et—1) 1z t—0et—1 x
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onde na iltima igualdade usamos novamente o limite notavel lim,_,q £ 1—1 =1.
Concluimos assim que a derivada da funcao f(z) = logz existe em todos os pontos z € RT e

que a fungao derivada é f'(z) = 1.

Exercicio 12.8. Para qualquer n € N, mostre que a fungdo f(x) = 2™ possui derivada em todos
os ¥ € R e que a sua fungao derivada é: f/(x) = na"~!. Sugestdao: expandir (x + h)™ usando o
binémio de Newton.

Exemplo 12.9. E possivel mostrar que, para qualquer expoente a € R, a fungdo f(z) = z®

possui derivada em todos os ponto x € Rt e que a sua funcio derivada é f'(z) = az®~ 1.

13. AurLA — 23 DE OUTUBRO DE 2006

Na tdltima aula introduzimos a nocao de derivada de uma fungao:
h) — _
) — i SN 1@ TE) = @)
h—0 h z—a T—a
Uma outra notagao em voga para derivada é a notacdo de Leibniz:

dj d
% = %f = f'().

Por exemplo, nesta notagao, temos as seguintes derivadas que foram calculadas na ltima aula:
%(am—l—ﬁ):a (x € R); %senx:cosx (x € R);
%x“zama_l (r € RT,a € R); o, CoST = —senz (x € R);
%logaﬁ:é (x € RT); %er:em (x € R);

Derivadas Laterais.

Definigao 13.1. Sejam f: D C R — R uma func@o e a € D um ponto do seu dominio. Diremos
que:
(i) f tem derivada lateral o direita em a se existir o limite
/ . f(x) = fla)
a) = lim —————=;
fd( ) z—a™t xr—a
(ii) f tem derivada lateral a esquerda em a se existir o limite

f/(a) — lim f(.T) — f(a) :

r—a Tr—a
Teorema 13.2. Sejam f : D C R — R uma fungdo e a € D um ponto do seu dominio. f
€ diferencidvel no ponto a sse f tem derivadas laterais iguais nesse ponto. Nesse caso, tem-se
naturalmente que fi(a) = f'(a) = fi(a).

Dem. Exercicio simples. (]

Exemplo 13.3. A fun¢do médulo, f: R — R definida por

f(x) = |z :{

cujo grafico esta representado na Figura 12, tem derivadas laterais no ponto zero mas nao é
diferencidvel nesse ponto.

—x, sex <0,
x, se x > 0,

De facto,
£2(0) = lim M: lim —:c—O:_l e
2—0~ z—0 z—0~ T
. flx)— f(0) . x—0
! _ — —
fd(O) o aclir{)l* x—0 :zclig)lJr xT L

Logo, f1(0) = =1 # 1 = f}(0) pelo que a funcao médulo nao ¢é diferencidvel no ponto zero.



AULAS TEORICAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 1 35

FicurA 12. Gréfico da fungao modulo.

Diferenciabilidade e Continuidade. Deve ser claro que uma funcao que possui derivada é
“mais bem comportada” que uma funcao que é apenas continua. Esta ideia é tornada precisa
pelo:

Teorema 13.4. Se f: D C R — R ¢ diferencidvel num ponto a € D entdo f € continua em a.

Dem. Considermos a fungéo p: D\ {a} — R definida por
f(z) = f(a)

Tr—a

plx) =
Como f é por hipétese diferencidvel no ponto a € D, sabemos que

lim p(x) = f'(a) € R.

r—a

, Vee D\ {a} .

Por outro lado,

& f(@) = fla)+(z—a) p(x), Vz € D\{a} .
Temos entao que

lim f(z) = f(a) + lim (z — a) - p(z)
= f(a) +0- f'(a) = f(a),
pelo que f é continua em a € D. O
Nota 13.5. O Teorema 13.4 diz-nos que
f diferencidvel em a = f continua em a.
A afirmagao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f continua em a # f diferencidvel em a.

Por exemplo, a fungao moédulo do Exemplo 13.3 é continua no ponto zero mas nao é diferencidvel
nesse ponto.
Por outro lado, o Teorema 13.4 é equivalente a afirmar que

f nao é continua em a = f nao é diferencidvel em a.

Por exemplo, a funcdo de Heaviside ndo é continua no ponto zero (Exemplo 9.5) pelo que também
nao é diferencidvel nesse ponto.

Regras Algébricas de Derivagao.

Teorema 13.6. Sejam f: Df CR —-Reg: Dy, CR — R fungoes diferencidveis num ponto
a € DyN Dy. Seja ainda ¢ € R uma constante. Entao, as funcéesc- f, f£g, f-g e f/g (se
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g(a) #0) também sao diferencidveis no ponto a, sendo as suas derivadas dadas por:

(c-f)(a)=c-f'(a)
(f£9)(a) = f'(a) £ ¢'(a)
f g Y(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a) (Regra de Leibniz)
A f

Nota 13.7. As duas primeiras regras algébricas de derivagao enunciadas neste teorema, dizem-nos
que a derivagao é uma operagao linear.

Dem. Provaremos apenas a Regra de Leibniz:

(f-g)la+h)—(f-g)(a)

(f-9)'(a) = lim

h—0 h
~ lim fla+h) glat+h)— f(a)-g(a)
h—0 h
iy St h) glath) — f(a)-glath) + f(a) - gla+h) — f(a) - g(a)
h—0 h
— lim (g(a—l—h) (f(a"'];) f()-i-f() (a+hf)L—g(a)>
:(?gﬁa+m>%gﬁﬂa+?—fw)+ﬂ@.?gﬂa+2—gm)

=g(a) - f'(a) + f(a) - ¢'(a),
onde na ultima igualdade se usou naturalmente o facto de f e g serem diferencidveis em a, bem
como o facto de g ser também continua em a (Teorema 13.4). g

Exemplo 13.8. As fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico sao definidas por

r _ T T —x

senh(z) = % e cosh(z) = % , Vz € R (cf. Exemplo 5.6).
Usando a derivada da funcao exponencial determinada na tltima aula (Exemplo 12.6) e a férmula
do Teorema 13.6 para a derivada do quociente, temos que

= (2 -

Usando também a linearidade da derivagao, especificada pelas duas primeiras regras algébricas
do Teorema 13.6, obtemos o seguinte resultado para as derivadas das funcgoes seno hiperbdlico e
coseno hiperbdlico:

(21) (senh)(z) = (em ‘2”) T osh(n);
(22) (cosh)'(z) = (em zem) _ < _;ﬂ — senh(x)

Exemplo 13.9. Seja f: D C R — R a funcao tangente, i.e. definida por

sen(x)

f(x) =tan(z) = cos(z)

V& € D = Dyay (cf. Exemplo 5.5).
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Usando a férmula do Teorema 13.6 para a derivada do quociente, podemos calcular a derivada
desta fungdo tangente num qualquer ponto x € Dy,, da seguinte forma:
sen\’
)= (2)
(tan) () = (=) (@)
_ (sen)'(z) - cos(x) — sen(x) - (cos)’(x)
- (cos)?(x)

cos(x) - cos(z) — sen(x) - (— sen(z))

cos?(x)

 cos®(z) + sen?(x) 1

cos?(x) cos?(z)’
onde se usaram as derivadas das fungdes seno e coseno determinadas na ultima aula (Exemplo 12.4
e Exercicio 12.5), bem como a relagido fundamental (3) entre o seno e o coseno.
Concluimos assim que

(23) — tan(z) = , V& € Diap -

cos?(x)

14. AurLA — 25 DE OUTUBRO DE 2006

Continuamos com o nosso estudo de técnicas para o calculo de derivadas.

Derivada de Funcoes Compostas.

Teorema 14.1. Sejam g : Dy C R — R uma funcdo diferencidvel num ponto a € Dy e f: Dy C
R — R uma fungdo diferencidvel no ponto b = g(a) € Dy. Entao, a funcdo composta (f o g) é
diferencidvel no ponto a € Dyoq €

(fog)(a)=f'(b)-g'(a) = f'(g9(a)) - g'(a).
Dem. Vamos assumir que existe § > 0 tal que, para qualquer h € |—§, [ com (a+h) € Dy, tem-se
g(a+ h) # g(a). Caso contririo, prova-se facilmente que ¢'(a) =0 = (f o g)'(a) (exercicio), o que
confirma a validade do teorema.
Usando a defini¢do de derivada, temos entdao que:

(f o g)(a) = lim L29@+ ) = (fo9)(@)

h—0 h
_ iy Jla £ 1) — flg(a)
h—0 h
. (flgla+h)) = fg(a))) - (gla+h) = g(a))
~ Jim e (gla+ 1) # g(a)
_ iy Jla ) — flg(a) . glath) —gla)
h—0  gla+h)—g(a) h—0 h

Como g é por hipédtese diferenciavel em a, temos que

lim gla+h)—g(a)
h—0 h

=g'(a).

Por outro lado, considerando a mudanga de varidvel y = g(a + h), em que h - 0=y — g(a) = b
(porque, pelo Teorema 13.4, g é continua em a), e usando o Teorema 7.6 referente ao limite de
uma funcao composta, temos também que

Flola+ ) ~ floa) _ . F@) = FB) _
M gtk —gle) a y—b IO

onde se usou, na ultima igualdade, o facto de f ser por hipétese diferencidvel no ponto b = g(a).
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Podemos entao concluir que:

(Fog)(a) = ilzli% gla+h)—gla)  h>0 h

O

Exemplo 14.2. Seja g : D C R — R™ uma funcao positiva e, dado a € R, consideremos a fungao
g* : D C R — R* definida por (¢%)(z) = g(x)*, Va € D. Observando que g* = (f o g), com
f:RT — R definida por f(y) = y*, Yy € RT, podemos usar o Teorema 14.1 e o resultado
do Exemplo 12.9 para concluir que, se g é diferencidvel num ponto a € D, entao g¢ também é
diferencidvel nesse ponto a e

(9°)(a) = (fog9)'(a) = f'(9(a)) - g'(a)
= (aya—l) |y:g(a) 'g/(a)
=ag(a)*"-g'(a).

Ou seja:

@) = ag(e) L g(a).

Exemplo 14.3. Quando o expoente o do exemplo anterior é um nimero inteiro, nao é necessario
que a funcao g seja positiva para a validade do resultado. Na realidade, para qualquer n € Z e
qualquer fungdo g : D C R — R, diferencidvel num ponto a € D, a fungao ¢" : D C R — R
também ¢é diferenciavel nesse ponto a € D e

d d

L") =n gl o

(24) .

9(z).
Por exemplo, temos que:

— sen®(x) = 5 sen*(z) cos(z).

dx
Nota 14.4. Na notacao de Leibniz a regra da fungdo composta pode ser escrita na forma:
d d d
&) = W] pe)

Muitas vezes esta férmula é expressa na seguinte forma abreviada: se y = g(z) e z = f(y), entao:

dz dz dy
de dy dx’
Nesta forma existe um certo abuso pois, por exemplo, z no lado esquerdo significa a funcao
composta f(g(z)) enquanto que z no lado direito significa a fungéo f(y). No entanto, este tipo de
expressao é util como ilustramos de seguida.
Suponhamos que queremos calcular a derivada da funcao log(x? +1). Entdo tomamos z = logy
ey =22 + 1. Temos pois:
dz dz dy 1

2 = 2y - (22).
de dy dx y - (22)
No final devemos substituir y por =2 + 1, obtendo:
dz 2z
der 2241’

que é o resultado correcto.
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Diferenciabilidade e Extremos Locais.

Definicao 14.5. Seja f : D C R — R uma funcao e ¢ € D um ponto do seu dominio. Diremos
que f tem um mdzimo local em ¢ (resp. um minimo local em c¢) se existir um 6 > 0 tal que
flz) < fl¢), Yo € Vs(c) N D (resp. f(x) > f(c), Va € Vs(c) N D). Diremos que f tem um
extremo local em ¢ se f tiver um maximo ou minimo locais em ¢ € D.

Teorema 14.6. Seja f uma funcdo definida num intervalo aberto I = ]a,b|, tal que f tem um
extremo local num ponto ¢ € I. Entdo, se f € diferencidvel no ponto ¢, tem-se que f'(c) = 0.

Dem. Suponhamos que f tem um médximo local no ponto ¢ € I = Ja,b] (a demonstragio é
inteiramente analoga para o caso do minimo local). Sabemos entao que existe § > 0 tal que

flx)< fle) & f(x)— f(e) <0, Ve e Vs(c)=]c—0d,c+ 4] .

Usando este facto, temos entao que

_ <0
o) - i T@ SO <0
fele) zinclf T —c zinclf <0~
enquanto que
— <0
fale) = Jlim = = = S0 S

Como f é por hipdtese diferencidvel no ponto ¢, podemos concluir que

0< fele) = f(e) = fale) <0 = f'(c) = 0.

Nota 14.7. O Teorema 14.6 diz-nos que

f diferencidvel e com extremo local em ¢ = f'(¢) = 0.
A afirmacao reciproca nao é verdadeira, i.e.

f diferencidvel e f'(c) = 0 % f tem extremo local em c.

Por exemplo, a fungdo polinomial f : R — R definida por f(x) = 22, cujo grafico est4 representado
na Figura 13, é diferencidvel e tem derivada nula no ponto zero, mas néo tem um extremo local
nesse ponto.

-1 1

FIGURA 13. Gréfico da funcio polinomial f : R — R definida por f(z) = z3.

Um ponto c onde f/(¢) = 0 chama-se um ponto critico de f. Assim, resumindo a nossa discussao,
um extremo local é também um ponto critico, mas podem existir pontos criticos que nao sao
extremos locais.
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Nota 14.8. Uma fungao pode ter um extremo local num ponto sem que seja diferencidvel nesse
ponto. Por exemplo, a fungdo mdédulo do Exemplo 13.3 tem um minimo no ponto zero mas nao é
diferencidvel nesse ponto.

Exemplo 14.9. O Teorema 14.6 fornece-nos um método para calcular o maximo e o minimo de
uma funcado continua f : [a,b] — R (recordem-se que pelo Teorema Weierstrass sabemos que existe
um méximo e um minimo), De facto, os pontos onde f pode ter um méximo ou minimo sao:

(1) Os pontos de ]a, b] onde f nao é diferencidvel;

(2) Os pontos criticos de f em |a, b;

(3) Os extremos a e b.
Assim, apenas ha que determinar estes pontos e depois calcular f em cada um destes pontos para
verificar se s80 méximos ou minimos de f.

Por exemplo, seja f : [—1,2] — R a fungdo f(z) = 2° — . Esta fungéo tem derivada f'(z) =

3z% — 1 para todo o = € [—1,2]. Assim, ndo existem pontos do primeiro tipo a considerar. Como
f'(x) =0 sse

3

) 1 1
3 —1=0 & z=—ouzrx=——

V3 V3’

e i% € ]—1, 2], estes sdo os pontos do segundo tipo a considerar. Finalmente, temos os extremos

do intervalo x = —1 e z = 2.
Temos entao que calcular os valores de f em cada um destes pontos. Verifiquem que:
1 2 1 2
—)=——, —_ )= —F, —1 :0, 2 :6~
(R =37 1C5 =35 D=0 f@
Portanto, o maximo de f é 6 e ocorre em x = 2; o minimo é —% e ocorre em T = %

15. AurLA — 27 DE OUTUBRO DE 2006
Teorema de Rolle.

Teorema 15.1. (Teorema de Rolle) Seja f uma fungao definida e continua num intervalo limitado
e fechado [a,b], e diferencidvel em |a,b|. Entdo

fla) = f(b) = Fcelabl : f(c)=0.

F1GURA 14. Versao geométrica do Teorema de Rolle.

Dem. Como f estd nas condi¢oes do Teorema 10.4 - Weierstrass, sabemos que f tem méximo e
minimo em [a, b]:

M = max e m=minf.
[a,b] f [a,b] f

Se M = m, entdo f é uma fungdo constante em [a, b] pelo que
f'(c)=0, Vce]a,b.

Se M > m, entao a hipdtese f(a) = f(b) implica que pelo menos um dos valores M ou m seja
assumido por f num ponto ¢ € Ja,b[. Temos entdo que f tem um extremo nesse ponto ¢. Como f
é por hipdtese diferencidvel, podemos usar o Teorema 14.6 para concluir que entdao f'(¢) =0. O

Corolario 15.2. Entre dois zeros de uma func¢ao diferencidvel, existe sempre pelo menos um zero
da sua derivada
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Dem. Basta aplicar o Teorema 15.1 a uma funcdo f, continua em [a,b] e diferencidvel em ]a, b],
tal que f(a) =0 = f(b). O

Corolario 15.3. Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma funcdo diferencidvel, nao pode
existir mais do que um zero da prépria funcdo.

Dem. Redugao ao absurdo + Corolario 15.2. Exercicio. O

Teorema de Lagrange.

Teorema 15.4. (Teorema de Lagrange) Seja f uma funcao definida e continua num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidvel em ]a,b[. Entdo, existe pelo menos um ponto ¢ € Ja,b[ tal
que

pio= 1010,

Nota 15.5. O Teorema de Rolle é o caso particular do Teorema de Lagrange que se obtém quando

fla) = f(b).

F1GURA 15. Versao geométrica do Teorema de Lagrange.

Dem. Seja

NS0

R.
b—a <

Temos assim que
F(8) = fla) = (b —a) = £(b) — \b = f(a) - Aa.
Consideremos a fungéo ¢ : [a,b] — R definida por
g(z) = f(z) = Az, Yz € [a,b] .
Como
f(b) = Ab = f(a) = Aa = g(b) = g(a)
e g é continua em [a, b] e diferencidvel em ]a, b[, podemos aplicar o Teorema de Rolle para concluir

que existe ¢ € Ja, b] tal que

JO=0=f(c)=A=0= fl(c)=r= "t
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Exemplos de Aplicagao do Teorema de Lagrange.

Corolario 15.6. Se f ¢ uma func¢do nas condi¢oes do Teorema de Lagrange, entao:
(i) f'(z)=0,Yz €la,b[= f € constante em [a,b];
(ii) f'(x) >0, Va €a,b[ = f € estritamente crescente em [a,b];
(iii) f'(x) <0, Vz €la,b] = f € estritamente decrescente em [a,b].

Dem. Sejam x1,x2 € [a,b] com x1 < 5. Entédo, pelo Teorema de Lagrange, existe ¢ € |z, zo[ tal
que

0, se f'(¢) =0;
fiie) = TEVZIE) L,y e = f(es =20 = {50, se () > 0
Ty — T2
<0, se f'(e)<O.
Logo,
constante,  se f’(c) = 0;
a funcdo f é { crescente, se f'(c) > 0;
decrescente, se f'(c) < 0.
O
Exemplo 15.7. Consideremos a fungao f : [-1,2] — R definida por f(r) = 2% — z que ja

considerdmos anteriormente no Exemplo 14.9. Vimos entdo que f’(x) = 322 — 1 tem dois zeros
(e 1 .
(pontos criticos) em z = :l:%. Temos que:
e f'(x) > 0 no intervalo (—1, f%), logo a fungéo é crescente neste intervalo;
e f/(z) < 0 no intervalo (—%7 %), logo a fungdo é decrescente neste intervalo;

e f/(x) > 0 no intervalo (%, 2), logo a fungao é crescente neste intervalo;

Estes intervalos de monotonia mostram que z = f% é um maximo local e z = % é um minimo

3
local de f.

Corolario 15.8. Seja f uma funcdo nas condigoes do Teorema de Lagrange. Entdo, se existir o
lim, .+ f'(x), também existird a derivada lateral fi(a) e

fila) = lim_ /().
Analogamente, se existir o lim,_,- f'(x), também ezistird a derivada lateral fl(b) e
£L6) = i f'(@).

Dem. Para cada x € |a, b], sabemos pelo Teorema de Lagrange que existe um & = £(z) € ]a, 2| tal
que

Como
a<é=¢x)<z= lim+§(x):a+,

podemos usar o Teorema 7.6, relativo ao limite de fungoes compostas, para concluir que

fi(a) = lim f@) = fla) _ lim f/(€).

r—at r—a E—at

O

Exemplo 15.9. (Ficha 4, II 3.(b)) Pretende-se determinar os pontos z € R onde a fungao f :
R — R, definida por

flz) = |x\e_””2/2, VzeR,

é diferenciavel, bem como calcular a sua derivada nesses pontos.
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—z2/2

Para « > 0 a fungdo f é definida por f(z) = ze , Vo € R, pelo que é claramente

diferencidvel com derivada dada por
!/
f(z) = (ac e*$2/2) =124z ((—z) e*IQ/Q) =(1—2% e /2 Vg eRY.

Para z < 0 a fungao f é definida por f(z) = —x e‘x2/2, Vz € R™, pelo que também é claramente
diferenciavel com derivada dada por

() = (—xe*fﬂ)' — (1) e 4 (—a) - ((—x) e /2) = (-1 4+ 2%) e /2 Ve e R,

Para x = 0, podemos usar o Corolério 15.8 do Teorema de Lagrange para calcular as derivadas
laterais de f:

f3(0) = lim f'(z) = lim (1— x2)e*$2/2 -1 e

z—0+ z—0+t

£0)= lim f'(z) = lim (-1 +2%)e* /2= 1.

z—0~ x—0~

Como f4(0) =1# —1 = f.(0), concluimos que f néo é diferencidvel no ponto zero.

16. AuLAa — 30 bE OUTUBRO DE 2006

Derivadas de Ordem Superior a Primeira.

Definigao 16.1. Seja f : I — R uma fungdo diferencidvel no intervalo I = Ja,b[. Se a fungdo
derivada f’ : I — R for diferencidvel, a sua derivada (f’)" é designada por segunda derivada de f
e representa-se por
2
f" ou % ou f&.
Mais geralmente, a n-ésima derivada de f define-se, por recorréncia, como a derivada da (n—1)-
ésima derivada de f, quando esta existir:

7 = (7o) ow EL_ L <dn_1f> .

dzn ~ dx \ dz"1

Definigao 16.2. Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo I = ]a, b[. Se existir a n-ésima
derivada de f em todo o intervalo I, e f(" : I — R for uma funcéo continua, diremos que f ¢ uma
funcdo de classe C™(I), ou que f € C™(I). Diremos ainda que f é uma funcio de classe C°(I) se
f for continua em I, e que f é uma fungao de classe C*>°(I) se f € C™(I), Vn € N.

Exemplo 16.3. Consideremos a fungdo f : R — R definida por

{0, se x < 0;

_ .2 _
@) =a”- H(z) = CL‘Q, se x > 0.

(H representa a funcao de Heaviside — Exemplo 6.1.)

Esta funcao é diferencidvel em todo o R, com derivada f’: R — R dada por

0, sex<0;
2¢, sex > 0.

J() = 22 H(x) = {

Esta derivada f’ é por sua vez continua em todo o R, mas diferencidvel apenas em R\ {0}, com
f” R\ {0} — R dada por
F(z) = {0, se x < 0;

2, sex>0.

Como f(0) =0# 2 = f(0), ndo existe de facto segunda derivada de f no ponto zero.
Assim, temos que f € C*(R) mas f ¢ C*(R).
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Exemplo 16.4. Consideremos a funcao f : R — R definida por
S (i
Esta funcao é claramente diferencidvel para x # 0, com derivada dada por
f'(x) = (2% cos(1/x)) = 2x-cos(1/z)+2*((—1/2%)(—sen(1/x))) = 2z cos(1/x)+sen(1/x), Vo #0.
Pelo Principio do Encaixe (Teorema 7.4) tal como jé tinha sido feito no Exemplo 6.10, temos:
iii%x cos(1/x) = (infinitésimo) x (fungao limitada) = 0.
Assim, vemos que
iii% fl(x) = ii_)nb@x cos(1/x) +sen(l/z)) = ili% sen(1/z) = nao existe (cf. Exemplo 6.9),
pelo que neste caso nao é possivel recorrer ao Corolario 15.8.

De facto, a fungao f é diferencidvel no ponto zero com derivada f'(0) = 0, como se pode verificar
usando a defini¢cao de derivada de uma fun¢ao num ponto:

ron e flx) = f(0) 22 cos(1/x) L B
f(o)_alli%ix—o —ili%ix —ili%a:cos(l/x)—o.
Temos assim que f é uma funcao diferencidvel em todo o R, com derivada f’ : R — R dada por
, 2z cos(1/z) +sen(1/x), sex #0;
f(x) =
0, se x = 0.
Por outro lado, como o lim,_,q f/(x) néo existe, esta fungdo f' ndo é continua no ponto zero.

Temos entao que f € CO(R), existe f': R — R, mas f’ ¢ C°(R) pelo que f ¢ C'(R).
Exemplo 16.5. A funcdo exponencial f : R — R, dada por f(z) = e”, Vo € R, é uma fungao
de classe C*°(R). Para qualquer n € N, a n-ésima derivada de f existe e é continua em todo o R:

f™ R - R, dada por f7(z)=e", V& e R.

Segunda Derivada e Extremos Locais. A segunda derivada fornece-nos um teste simples para
verificar se um ponto critico é um maximo ou minimo local:

Teorema 16.6. Seja f uma funcdo de classe C*(Ja,b]) e c € |a,b] um ponto critico de f. Entdo,

(i) f"(c) > 0= f tem wm minimo local em c;
(ii) f"(c) < 0= f tem um mdzimo local em c.

Nota 16.7. Quando f”(c) = 0, e tendo apenas essa informagéo, nada se pode concluir sobre a
natureza do ponto critico c.

Dem.
(i) Temos por hipétese que f” é uma fungao continua, com f”(c¢) > 0. Pelo Corolario 9.10, sabemos
entao que

existe § > 0 tal que f”(z) > 0 para todo o z € Jc — 6, ¢+ 4.

Podemos agora usar o Corolario 15.6 do Teorema de Lagrange para concluir que
a fungao f’ é estritamente crescente no intervalo |c — 4§, ¢ + 4.
Como por hipédtese ¢ é um ponto critico de f, sabemos que f’(¢) = 0 pelo que
f'(z)<Oparaz €lc—6,8] e f'(z)>0parax€lc,c+d|.
Usando novamente o Corolario 15.6 do Teorema de Lagrange, podemos finalmente concluir que
f é decrescente em |c — 6,0 e f é crescente em ]c,c+ d,

pelo que f tem, de facto, um minimo local no ponto ¢ € ]a, b[.
(ii) Exactamento andlogo a (i). O
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Exemplo 16.8. Voltemos ao exemplo da funcdo f : [~1,2] — R definida por f(z) = 2® — 2

que ja considerdmos anteriormente. Vimos que os pontos criticos de f eram z = + Como

e

f"(z) = 6z, temos que:
1 _ ]‘ 1 1
f( *\/§)<07 f'(—==) >0,

% é um maximo local e x = % é um minimo local. Esta mesma informagao tinha

sido obtida anteriormente analizando o sinal da primeira derivada.

logo z = —

Concavidades e Inflexoes.

Definicao 16.9. Seja f : ]a,b[ — R uma funcao diferencidvel num ponto ¢ € ]a, b[. Diremos que
f é convexa em ¢ (resp. céncava em c), ou que f tem a concavidade voltada para cima em c (resp.
concavidade voltada para baizo em c), se o grafico de f estiver localmente (i.e. numa vizinhanga
de ¢) por cima (resp. baizo) da recta tangente ao gréfico de f no ponto c¢. Ou seja, f é conveza
em ¢ (resp. céncava em c) se existir 6 > 0 tal que

f(x)— f(c) > f'(c) - (x — ¢), para todo o x € |Jc — §,c+ d]
(resp. f(z) — f(c) < f'(c) - (x — ¢), para todo o z € |c — 6, c+ J]).
Diremos que f tem um ponto de inflexdo em c se existir 6 > 0 tal que, f é convexa num dos
intervalos |¢ — 4, ¢[ ou e, ¢ + §[ e concava no outro.
Teorema 16.10. Sejam f € C%(Ja,b]) e c € |a,b[. Entdo:

(1) f"(c) > 0= f € convexa em c;
(ii) f"(c) < 0= f € concava em c;
(iii) (f"(c) =0 e f" muda de sinal em c) = f tem um ponto de inflexio em c.

Dem. Consideremos a fungao auxiliar g : ]a,b[ — R, definida por

g9(x) = (f(z) = f(c)) = f(c) - (x =), Va €]a,b[ .
Tendo em conta a Definigao 16.9, temos que estudar o sinal desta funcao auxiliar g numa vizinhanca
de ¢ € ]a, b].
Observemos primeiro que:
9(c)=0; g'()=f'(2) = () =g (c)=0; g¢"(z) = f"(x) = g"(c) = f"(c).
Tendo em conta o Teorema 16.6, podemos entao concluir que:
(i) (f"(c) > 0) = (¢"(c) > 0) = (g tem um minimo local em ¢) = (g(z) > g(c) = 0 numa
vizinhanga de ¢) = (f é convexa em c);
(i) (f"(c) <0) = (¢"(c) < 0) = (g tem um méximo local em ¢) = (g(z) < g(¢) = 0 numa
vizinhanga de ¢) = (f é concava em c);
(iii) (f” muda de sinal em ¢) = (f muda de convexidade em c).

17. AuLA — 03 DE NOVEMBRO DE 2006
Teorema de Cauchy.

Teorema 17.1. (Teorema de Cauchy) Sejam f e g fungdes definidas e continuas num intervalo
limitado e fechado [a,b], e diferencidveis em |a,b]. Entdo, se ¢'(x) # 0, V& € Ja,b[, existe pelo
menos um ponto ¢ € la, b tal que

) _ 1) - f(a)

g'(c)  g(b) —g(a)

Nota 17.2. O Teorema de Lagrange é o caso particular do Teorema de Cauchy que se obtém
quando g : [a,b] — R é dada por g(z) =z, Yz € [a,b].
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Dem. Sabemos pelo Teorema de Rolle que
g'(x) #0, Va €la,b[ = g(a) # g(b).
Seja entao

~ 9() —g(a)

e consideremos a funcdo ¢ : [a,b] — R definida por

o(z) = f(x) — Ag(z), Yz € [a,b] .
Temos entao que ¢(a) = ¢(b) (verifiquem que de facto assim é), e ¢ é continua em [a,b] e
diferencidvel em ]a,b[. Podemos portanto aplicar o Teorema de Rolle para concluir que existe
¢ € ]a, b] tal que

©'(c)=0= f'(c) = Ag'(c) =0 =

Regra de Cauchy ou de L’Hépital.

Teorema 17.3. (Regra de Cauchy — primeira versdo) Sejam f e g fungoes definidas e difer-
encidveis num intervalo berto ]a,b[. Suponhamos também que:
(i) ¢'(z) #0, V& € ]a,b[;
(i)
lim f(z)=0= lim g(x) ou lim f(z)=4oo= lim g(x).

r—at T—a z—at T—a

im F@) eriste em R = lim @)
z—at g/(x) z—at g (E)
f@) @)

c—at g(x)  z—at g'(T)

Entao,

existe em R

Nota 17.4. As versoes andlogas deste teorema para os limites

i M im@ ie. a = —© e imM ie. b=+
xlg?*g(:c)’ IL*OOQ(:E) (e ) ””LJFOOQ(CC) (e. b= o)

também sao validas e serao usadas na sequéncia.

Dem. Faremos apenas o caso em que lim,_ .+ f(z) = 0 = lim,_, .+ g(x). Podemos entéo prolongar
f e g por continuidade ao ponto a € R, fazendo f(a) = 0 = g(a), e usar o Teorema de Cauchy
para mostrar que, para cada x € |a, b, existe um & = £(x) € ]a, z] tal que
@) _ @)~ f@) _ f1©
gx)  glx) —gla) g'(&)
Como z — at = & — a™T, podemos entao concluir que

f@) _ L)

asat g(z)  goat g'(€)

O

Corolario 17.5. (Regra de Cauchy — segunda versao) Sejam I um intervalo aberto, a € I um
ponto desse intevalo (ou a = —oo se I =]|—00,¢c[, ou a = +00 se I = ¢, 4+, comce€R), feg
fungées definidas e diferenciqveis em I\ {a}, com ¢'(x) #0, Yz € I\ {a}. Suponhamos que

lim f(z) =0=lim g(xr) ou lim f(z)=2oo = lim g(x).
Entao,

f(z)

: o f(®)
A o) o g (a)

sempre que o limite da direita existir em R.



AULAS TEORICAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I 47
Temos assim que a Regra de Cauchy é um método para
. - : 0 00 o U o
resolver indeterminagoes do tipo g %% o em limites de fungoes diferencidveis.
00

Exemplos de Aplicagao da Regra de Cauchy.
Exemplo 17.6.

sen(z) 0 Rrc cos(x) B
tiy = 5 i Y = o) =1
Exemplo 17.7.
1 — cos 1 1 1
lim L208@) _ Oney sen(@) L, sen@) 1, 1
z—0 22 0 20 2z 2 z—0 =z 2 2
Tem-se entao que
. l—cos(z) 1
) iy = =
Exemplo 17.8.
1 _ 1
lim z-log(z) =07 - (—o0) = lim ogl ?) = " BC iy - = lim (-x) =0.
r—0+ rz—0t P —+00 z—0t+ -2z r—0+
Tem-se entao que
(26) zli)%l+ x-log(x) =0.
Exemplo 17.9. O célculo seguinte ilustra mais uma aplicacao simples da Regra de Cauchy:
. T +00 rC .. 1 1
lim —=——= lim —=—=
z——+oo e 400 z—+o0 e¥ —+00

De facto, combinando este tipo de céalculo com o Método de Inducao Matematica, obtém-se facil-
mente que:

n

(27) lim * =0, VneN.

z—+oo €%

Exemplo 17.10. (Ficha 4, I 1.(h)) Pretende-se calcular o seguinte limite:

. € =
lim
z—0t T
Uma primeira tentativa poderia ser a seguinte:
1 _ _1 _1
. e = e O0Rrc . % ceTw . e = 0
lim = === lm =——=lim —F =—-="---
z—0t X 0 0 z—0t 1 z—0t T 0

Uma segunda abordagem, com melhores resultados, poderia ser a seguinte:
1 1 1

e @ = %) —= 1
lim = lim % = oo RO lim —2% — = lim e 7 =e © =0
1 1 1
z—0t & z—0t e% +00 z—0+ —Z5-er z—0+

De facto, e tendo em conta o resultado (27) do Exemplo 17.9, a melhor abordagem seria neste
caso a seguinte:

1 1

e = . = Y
lim — = lim % = lim = =0,
z—0t+ I z—0t ez y—-+oo eY

Exemplo 17.11. Pretende-se calcular o seguinte limite:

lim 2%*@) = (0% = indeterminacéo.
z—0t

Tendo em conta que

xsen(z) _ elog(xse"(w)) _ esen(ac)log(x) ,Va e Rt = lim+ msen(w) _ elimm_>0+ sen(x)-log(x) ’
x—0
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podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar (Ficha 4, I 1.(j)):

1 _ 1
lim sen(z) -log(z) =0-(—oc0) = lim ogl(x) -2 coxs(zv)
z—0+ z—0F sen(z) +oo ~ sen?(x)
) sl ses) 0
z—0+ T - cos(x) z—0+t T cos(z)

Temos assim que
lim msen(w) _ elimmﬂo+ sen(z)-log(z) _ 60 =1.

Nota 17.12. O método do exemplo anterior, que permitiu resolver uma indeterminacao do tipo
0%, também pode ser usado para resolver indeterminacoes do tipo o0o® e 1°.
Exemplo 17.13. (Ficha 4, I 2.(m)) Pretende-se calcular o seguinte limite:

1/z>

lin%)(cos(x)) = 1°° = indeterminagao.
r—

Tendo em conta que, para qualquer x € |—7/2,7/2],

(Cos(m))l/x2 _ elog((cos(m))l/zz) _ eilog(r;(m)) = lir%(cos(x))l/ggz = oliMa—0 710’5(640;(1))
xTr—

)

podemos determinar o valor do limite inicial calculando o seguinte limite auxiliar :

— sen(x)
. log(cos(z)) O Rrc .  “cos@) . sen(z) 1 1 1
lim ———*==-=lm———=lim———— —=—-1-— = ——.
200 x? 0 am0 20 Py x 2 cos(x) 2.1 2
Temos assim que
; og(cos(z)) 1
lim (cos(x))!/*" = eltme—o S eSS Vo S
xr— e

18. AurLA — 06 DE NOVEMBRO DE 2006
Assimptotas ao Gréafico de Uma Fungao.

Defini¢ao 18.1. (Assimptotas Verticais) Sejam I um intervalo, a € I e f uma fungio definida
em I\ {a}. Diremos que a recta vertical de equagdo = = a é uma assimptota vertical ao gréfico
de f se

lim, f(z) = £00 (qualquer uma das 4 combinagoes de sinais serve).

r—a

Definicao 18.2. (Assimptotas Obliquas) Seja f uma funcdo definida num intervalo da forma
]—00, a[ (resp. Ja,+c]), com a € R. Diremos que a recta de equagao

y=m-xz+p, mpecR,
é uma assimptota d esquerda ao grafico de f (resp. assimptota a direita ao grafico de f) se
lim (f(z)— (m-z+p)=0

r— —00

(resp. _lim_(f(x) — (m -z +p)) = 0).

+oo
No caso particular em que m = 0, diremos que o grafico de f tem uma assimptota horizontal a
esquerda (resp. assimptota horizontal a direita).

Teorema 18.3. Seja f uma funcdo definida num intervalo da forma |—oo,al (resp. ]a,+o0[),
com a € R. O grdfico de f tem uma assimptota d esquerda (resp. direita) se e sé se existirem e
forem finitos os limites:

@ m=tm IO ) e m (f@) -mea)
(resp. (a) m:xgrfoo@ (b) p:xgrfoo(f(x)—m.gg)).

Nesse caso, a assimptota a esquerda (resp. direita) € inica e tem equagdo

y=m-r+p.
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Dem. Faremos apenas o caso da assimptota a esquerda, sendo o da assimptota a direita comple-
tamente analogo.
(=) Suponhamos que a recta de equagdo y = mx + p, m,p € R, é uma assimptota & esquerda ao
grafico de f. Entao

lim (f(z) = (m-z+p)) =0,

Tr— —00

pelo que a fungao auxiliar ¢, definida por

p(x) = (f(z) = (m -z +p)), satisfaz _lim ¢p(z) =0.

r— —00
Temos entao que

i L8 gy, Mt tel) m1<m+p+ﬂ@):meR
x

r——00 I r——00 €T r——00 €T

pelo que os dois limites em causa existem e sao finitos.
(<) Suponhamos agora que existem e sao finitos os limites referidos em (a) e (b), com valores
m,p € R. Temos entao que

lim (f(z)—(m-z+p)) =0,

r——00

pelo que a recta de equagao y = ma + p é uma assimptota & esquerda ao grafico de f. O
Exemplo de tracado do grafico de uma funcgao.

Exemplo 18.4. (Ficha 4, II 1.(g)) Pretende-se determinar intervalos de monotonia, extremos,
concavidades, inflexdes e assimptotas da funcgéo f : R\ {0} — R, definida por

fl@)=xz-e/" Va0,

bem como esbogar o seu grafico.
A funcéo f é diferencidvel em R\ {0}, com derivada f': R\ {0} — R dada por

flx) =e'" (1 - ;) , Vo #0.

Temos entao que
>0, sex€]—o00,0[U]L,+o0l;
f(r)=<X=0, sex=1;
<0, sex€]0,1];
logo concluimos que
crescente , em |—o0,0[U]1, +00[;
fé
decrescente, em |0, 1.

Podemos também jé concluir que f tem um minimo local em x = 1.
A derivada f’ é também diferencidvel em R\ {0}, com derivada f” : R\ {0} — R dada por

1/x

f”(x)zew—g, Va #0.

Temos entao que

f(w) =

>0, sez€]0,+oof;

<0, sex€]—00,0[; N concava, em |—o00,0];
é
convexa, em |0, 400l

Podemos também ja concluir que f ndo tem pontos de inflexdo (notem que f nao estd sequer
definida no ponto zero).
O tnico ponto onde f pode ter uma assimptota vertical é o ponto zero. Temos que
lim f(z)= lim z-e/*=0.e"> =0,
x—0~

x—0~
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enquanto que

e
lim f(z)= lim z-e/" = lim — = — = lim e/ = +00.
z—0+ z—0+ z—0+t 1/x 400  a—0t

O resultado deste segundo limite diz-nos que a recta vertical de equacdo x = 0 é de facto uma

assimptota vertical ao grafico de f.

Como
1 —f(x)_ lim e/*=e"=1=meR
r—+oo I r—to0
e
Ve _q v—1

(onde se fez a mudanca de varidvel y = 1/z, em que x — +00 < y — 0F), temos que a recta de
equacao y = x + 1 é uma assimptota ao grafico de f, tanto a direita como a esquerda.
A Figura 16 apresenta o esbogo do grafico de f.

5

1
7/
7
7/
4 2 7 2 4
7
7 -1
7,
7,
7,
7
7
/)
Y,
Y -3

FicurA 16. Esbogo do gréafico da fungao f do Exemplo 18.4.

Funcgoes Injectivas e suas Inversas.

Definicao 18.5. Uma funcao f : D C R — R diz-se injectiva se para qualquer valor do con-
tradominio y € f(D) existir um s6 ponto do dominio x € D tal que f(z) = y. De forma
equivalente, f € injectiva se

f(x1) = f(wa) & 21 =22, Vo, 22 € D.
Exercicio 18.6. Mostre que qualquer funcdo estritamente mondtona é injectiva.

Nota 18.7. Ha funcgoes injectivas que mao sdo estritamente monotonas, e mesmo uma fungao
injectiva e continua pode nao ser estritamente mondtona (déem um exemplo!). No entanto, toda
a fungdo f : I — R continua e injectiva num intervalo I é mondtona e f(I) é um intervalo
(demonstrem este facto ou vejam no Spivak).

Definicao 18.8. Seja f : Dy C R — f(Dy) C R uma funcéo injectiva. A sua fungio inversa é
definida como a fungao

ft:f(Dy)cR— D;CR
yr— [ y) ==,

onde z € Dy é o unico ponto do dominio de f tal que f(z) =y.
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Notem que D1 et f(Dy). Temos assim que
-1
) Dy
y — [y = w

Dy L f(Dy)
r —  f(x)

e portanto

A f@) =2, Ve e Dp=f"1(Ds1) e f(fTH(y) =y, Yy €Dy = f(Dy).

Notem, ainda, que existe uma relagdo muito simples entre o grafico de uma fungao f e o grafico
da sua inversa f~1: se (z, f(x)) é um ponto do grafico de f entdo (f(z),x) é um ponto do grifico
de f~1. Isto quer dizer que os graficos de f e de f~! sdo simétricos em relacao a recta diagonal
y = x, como se ilustra nos exemplos seguintes.

Exemplo 18.9. A funcio polinomial p : R — R definida por p(z) = 22, Va € R, ndo é injectiva
em todo o seu dominio R porque

p(z) = 2% = (-2)* = p(-x), Yz €R.

No entanto, como a sua restri¢ao ao intervalo [0, +00[ é estritamente crescente, temos que a fungao
f=pps R — pR) =Ry

ZL'P—>I2

é injectiva. Tem assim inversa f~' definida em Ra“, que é naturalmente a funcao raiz quadrada:
-1 .+ +
TRy — Ry
x— T

Os graficos destas duas fungoes estao representados na Figura 17.

FIGURA 17. Gréfico da funcdo f : Rf — R definida por f(z) = 22, e da sua
inversa f~! : Ry — Ry definida por f~*(z) = /.

19. AuLA — 08 DE NOVEMBRO DE 2006

Funcoes Injectivas e suas Inversas (cont.) Vimos na tultima aula que dada uma funcéo
injectiva f : Dy C R — f(Dy) C R, define-se a sua fungio inversa f~!: f(Dy) C R tal que

D, L gy = Dy L Dy = Dy
ro— f@) = oy — ) = 2

e portanto

(@) =2, Ve e Dp=f"(Dpa) e f(f7Hy) =y, Vy€ Dy = f(Dy).
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Exemplo 19.1. A funcio polinomial f : R — R definida por f(z) = 2, Va € R, é estritamente
crescente em todo o seu domfnio R e o seu contradominio ¢ f(R) = R. Tem assim inversa f~!
definida em todo o R, que é naturalmente a funcao raiz cubica:

ff1:R—R
x— Jx

Os gréficos destas duas fungdes estao representados na Figura 18.

-2

FIGURA 18. Gréfico da fungao f : R — R definida por f(x) = 23, e da sua inversa
f~!1:R — R definida por f~1(z) = ¥x.

Exemplo 19.2. Os Exemplos 18.9 e 19.1 podem ser generalizados da seguinte forma. Dadon € N,
temos que a funcao polinomial
[0,+00[, semn é par,

f(z) =2™ é injectiva em { o
, se n é {mpar,

pelo que a fungao inversa

f([0,4+00]) =[0,400[, sen épar,

-1 .
— ¥z temd
J7 @) = ¥ tem dominio { F(R) =R, se n & fmpar.

Continuidade e Derivada de Fungoes Inversas. Vamos agora estudar que propriedades de
uma funcéo injectiva f sdo herdadas pela sua inversa f~!.

Teorema 19.3. Seja f : I — R uma fungdo continua e injectiva num intervalo I. Entao a funcdo
inversa f~1: f(I) — I é continua.

Dem. Consultem o Spivak. (]

Nota 19.4. Notem que, nas condi¢oes do Teorema 19.3, se f é crescente (resp. decrescente) entao
f~1 é crescente (resp. decrescente).

Teorema 19.5. Seja f : I — R uma funcdo continua e injectiva num intervalo I, e seja f=1 :
f(I) — I a sua inversa. Se f é diferencidvel num ponto a € I e f'(a) # 0, entio f~! é
diferencidvel no ponto b= f(a) e

FY (0) = — !

C fi@)  PFTE)
Dem. Assumiremos que f é diferencidvel em todo o intervalo I. Provaremos apenas que se f~! é
diferencidvel em f(I), o valor da sua derivada é, de facto, o especificado no enunciado do teorema.
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Usando a definicao de fungao inversa e o Teorema 14.1, temos que
(fof@)=a= (fof)(zx)=(x)
= () (f@) - fl2) =1

1
= (Y (f(x)=——~, Vel
U@ = 55
Fazendo z = a e b = f(a), obtemos assim o resultado pretendido. ]
Exemplos.
Exemplo 19.6. Consideremos a funcao f(z) = 2™ e a sua inversa f~'(y) = /¥ que estao

definidas em R, para n {mpar, e em [0, +00] para n par. Concluimos do Teorema 19.3, que a rafz-n
é uma fungao continua em todo o seu dominio. Por outro lado, temos que (Exercicio 12.8):

(@) =na" "t #0, se x #0.
Segue-se do Teorema 19.5 que f~! é diferencidvel para y # 0 e que a sua derivada é dada por:

—1y\/ _ 1
U)W =m0y

—_

Nota 19.7. Temos entao que

(xa)l _ ax“fl,
se a é um inteiro ou se a é da forma % Segue-se que esta férmula é vélida para qualquer a = ;-
racional. Veremos mais adiante que esta formula é de facto valida para qualquer expoente a € R
e z € Rt (como ja tinha sido afirmado no Exemplo 12.9).

Exemplo 19.8. A funcoées trigonométricas seno e coseno, apresentadas no Exemplo 5.4, sdo
periédicas pelo que nao sao certamente injectivas em todo o seu dominio. De facto, para cada valor
y do seu contradominio [—1,1] h4 uma infinidade de pontos do dominio R que lhe correspondem.
Por exemplo,

sen(kr) = 0 = cos(km + g) ,VkeZ.

Assim, e para que possamos definir as fungoes inversas destas fungoes trigonométricas, temos que
restringir os seus dominios a intervalos onde sejam injectivas.

No caso da fungao seno, consideramos a sua restrigdo ao intervalo [—7/2,7/2]. A fungao seno é
estritamente crescente neste intervalo, logo injectiva, e sen ([—7/2,7/2]) = [-1,1]. A sua inversa
neste intervalo é a chamada fungao arco seno:

sen”! = arcsen : [~1,1] — [~7/2,7/2]

x — arcsen(z)

O seu grafico estd representado na Figura 19.
Como a fungao sen é continua, concluimos do Teorema 19.3 que a fungao arcsen é continua.
Como sen ¢é diferenciavel e
(sen)’(z) = cos(x) #0, Vr € |-7/2,7/2[,
temos pelo Teorema 19.5 que a fungao arco seno é diferencidvel em qualquer ponto x € ]—1,1[.
Para calcular a sua derivada observamos que
1 1

arcsen) (z) = (f~Y(z) = = x €]— .
(arsen) (a) = (1)) = et = s Ve L

Como
cos(arcsen(z)) = V1 —a2%, Vo € [-1,1] (exercicio),

concluimos que:

(28) (arcsen)’(z) = Vee]-1,1].

1
NS
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F1curaA 19. Grafico da fungao trigonométrica inversa arco seno.

Exercicio 19.9. Verifique que a restrigdo da funcdo coseno ao intervalo [0,7] é estritamente

decrescente, logo injectiva, e que cos ([0,7]) = [—1,1]. A sua inversa neste intervalo é a chamada
funcio arco coseno cos™! = arccos : [—1,1] — [0, 7]. Mostre que arccos é diferencidvel em | — 1, 1]
com derivada dada por:

1
(29) (arccos) (z) = ———, Vo €]-1,1] .

VI—22’
Exemplo 19.10. A funcédo trigonométrica tangente, apresentada no Exemplo 5.5, também é
periddica pelo que nao é injectiva em todo o seu dominio. A sua restrigao ao intervalo |—m/2, 7 /2|
é estritamente crescente, logo injectiva, e tan (]—m/2,7/2[) = R. A sua inversa neste intervalo é a
chamada fungao arco tangente:

tan~! = arctan : R — |—m/2, /2|
x — arctan(x)

O seu gréfico estd representado na Figura 20. Como a tangente é uma funcao continua, a fungao

FiauraA 20. Grafico da fungdo trigonométrica inversa arco tangente.

arco tangente também é uma funcdo continua. Por outro lado, pela férmula (23) para a derivada

da tangente, temos que
1
fl(z) = (tan)'(z) = —5-—= #0, Vo € ]-n/2,7/2[.

cos?(x)

Podemos entao aplicar o Teorema 19.5 para concluir que a funcao arco tangente é diferencidvel
em qualquer ponto x € R e

= cos?(arctan(z)), Va € R.

I
~
=
L
=
2
=
8
&
I

(arctan)’(x)

fr(f=1 (=)
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Como .
cos(arctan(z)) = ———, Vx € R (exercicio),

Vita?’
temos entao que
1
30 arctan) (z) = —— , Vo € R.
(30) (arctan) () = 7~
Exemplo 19.11. A funcao exponencial é estritamente crescente, e portanto injectiva, em todo
o seu dominio R, com contradominio RT. A sua inversa é a funcdo logaritmo j4 nossa conhecida
log : Rt — R (ver Exemplo 5.3). Como a fungiao exponencial é continua, a funcao logaritmo
também é continua. Como
f@) = (") = ¢* £0, Yz €R,

temos pelo Teorema 19.5 que a funcao logaritmo é diferencidvel em qualquer ponto x € RT e

1

) =log(z) = (log)(z) = (f Y (2) = ———,
(z) () = (log)'(x) = ()" (2) (@)
Como a derivada da fungao exponencial f é a propria funcao exponencial f, temos entao que
1 1

31 log)'(z) = = ==,
Gy Wl = i) ~ 7 w)
Exercicio 19.12. (Ficha 4, IIT 1.) Considere a fungao seno hiperbdlico definida no Exemplo 5.6.
Mostre que a sua funcao inversa, argsenh : R — R, é tal que

VzeRT.

Ve eRT.

d 1
argsenh(x) = log (m + Va2 + 1) e —(argsenh(z)) = ——, Vo €R.
dz V1

Exercicio 19.13. (Ficha 4, III 2.) Considere a restrigdo da fungao coseno hiperbdlico ao intervalo
[0, 400[ (cf. Exemplo 5.6). Mostre que a sua fungdo inversa, argcosh : [1, +oo[— [0, +o0l, é tal
que

1
argcosh(z) = log (ar + VvV ) Vo e [l,+o0[, e %(argcosh(x)) == Vo €11, +oo] .
72 —

20. AurA — 10 bpE NOVEMBRO DE 2006

Vamos agora estudar a nogao de integral. As nogoes de derivada e integral formam, em conjunto,
os pilares do Calculo.

Motivacao para a Nocgao de Integral. Uma motivacao importante para o estudo de integrais é
o célculo de areas. Vocés ja encontraram a nocao intuitiva de area e aprenderam as dreas de alguns
conjuntos com geometria simples, tais como um rectangulo ou um circulo. Mas como podemos
dar uma definicdo precisa de drea de um regido arbitraria do plano?

Vamos considerar uma fungéo f : [a,b] — R, limitada e ndo-negativa. Vamos procurar definir
de uma forma precisa a area da regiao R que fica por baixo do grafico desta funcao:

R={(z,y) eR*:a <z <b0<y< f(x)}

$HEAPIGUR AR

Ao valor da érea, que iremos definir adiante, chama-se integral de f no intervalo [a, b].

Na realidade, vamos permitir que f tome também valores negativos, como na seguinte figura:

FEAPIGURARF*

Neste caso, o integral representard a “area com sinal” delimitada pelo grafico da funcao, i.e., a
diferenga entre a drea mais escura (acima do eixo horizontal) e a drea mais clara (abaixo do eixo
horizontal).

Por enquanto, vamos assumir que f(z) > 0. A ideia por detrds da defini¢do de integral é muito
simples. Comegamos por dividir o intervalo [a, b] em intervalos mais pequenos, por exemplo em 4
sub-intervalos:

[CL, b] == [to,tl] @] [tl,tg] U [tg,t:g] U [tg,t4].



56 MIGUEL ABREU E RUI LOJA FERNANDES

onde os numeros tg,t1,t2,t3,t4, satisfazem:
a=1ty <ty <lf2<t3<t4:b7

No primeiro intervalo [to, t1] a fungdo tem um valor minimo m; e um valor maximo M, no segundo
intervalo [t1,t2] a fungdo tem um valor minimo mgy e um valor mdximo Ma, e assim por diante, de
forma que no intervalo [t;—1,t;] a fungdo tem um valor minimo m; e um valor maximo M;.

R RTGURA R *

Desta divisao resulta entao uma coleccao de rectangulos dentro da regiao R e uma colecgao de
rectangulos contendo a regiao R. A soma da area dos rectangulos interiores é:

L =mq(t1 —to) + ma(ta — t1) + ms(ts — t2) + ma(ts — t3),
enquanto que a soma da area dos rectangulos exteriores é:
U= Mi(t1 —to) + Ma(ta — t1) + Ms(ts — t2) + My(ts — t3).
Observagao chave: Qualquer que seja o valor A para a drea de R deveremos ter:
L<ALUT,

e isto deve acontecer independentemente da parti¢ao do intervalo [a, b].
Por outro lado, é de esperar que usando partigoes em sub-intervalos cada vez mais pequenos se
obtenham aproximacoes cada vez melhores para o valor de A.

Exemplo 20.1. Consideremos a fun¢ao f : [0,1] — R definida por f(z) = x2. Vamos dividir este
intervalo em 2 sub-intervalos iguais: tg = 0, t; = % e to = 1. Como a fungao é crescente, num
intervalo [t;—1,t;] o minimo de f é m; = f(¢;—1) e o maximo de f é M; = f(¢;). Logo:

1 1
m = f(0) =0, = FG5) =5
= f(3) = My = (1) =1
ma 2 4a 2 — -
Logo obtemos que a soma da area dos rectangulos interiores é:
1 1 1 1
L=0x-+-X=-=-
3T TR
enquanto que a soma da area dos rectangulos exteriores é:
1 1 1 5
= — — 1 - = —.
U=3x3t1x573
Assim, a drea A da regido delimitada por f deverd satisfazer:
1 5
- <AL -,
8~ 78

Por outro lado, se escolhermos uma subdivisao em 5 intervalos, de forma que o =0, t; = 1/5,
ty = %, ts=3 ty=2%et; = 1, obtemos:

L=
my = f(0) =0, M1=f(%)=;15,
e = £(5) = 5, My=1(3) =5
my = f(3) = 5. My= 1) = o
mi=f3) =, M= f(5)= 5,
ms = 7(5) = 55, Ms = f(1) = 1.

Logo obtemos que a soma da area dos rectangulos interiores é agora:
1 1 4 1 9 1 16 1 6

1
L=0X o4 —Xod Xt o xogax=——
Ox g+ o X5t o5 X525 525 X5~ 25
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enquanto que a soma da area dos rectangulos exteriores é agora:

U—l><1+4><1—|—9><1+16><1+1><1—11
2575 2575 2575 2575 5 25
Assim, obtemos melhores estimativas para a drea A:
1 6 11 5
e <A< — <2,
8§ <25 =95%5°3

Partigoes, Somas Inferiores e Superiores. Vamos agora formalizar estas ideias de uma forma
precisa.

Definigao 20.2. Seja a < b ndmeros reais. Uma partigdo do intervalo [a, b] é uma colecgdo finita
de pontos P de [a,b] em que um dos ponto é a e outro é b.

E claro que os pontos de uma particdo P podem sempre ser designados tg, . ..,t, de forma que:
a=tyg<t1 < - <tp_1<t, =0
Vamos assumir tacitamente que ordenamos sempre as particoes desta forma.

Definicao 20.3. Seja f : [a,b] — R uma funcéo limitada e P = {to,...,t,} partigdo de [a,}]

(a) A soma inferior de f relativa a P, é o nimero real
L(f,P) =Y milt; — ti-1),
i=1

onde m; = inf{f(x) : t;-1 <z < t;}.
(b) A soma superior de f relativa a P, é o nimero real

Uv<f7 P) = ZMz(tz - tifl),
i=1

onde M; = sup{f(x):ti—1 <z <t;}.

Nota 20.4. Embora motivados para definir L(f, P) e U(f,P) como as somas das &reas dos
rectangulos interiores e exteriores a regiao R delimitada por f, notem que estas definigoes fazem
sentido e sao independentes de qualquer nocao de area. Notem também que para definir as somas
inferior e superior apenas precisamos que a funcdo f seja limitada (por forma a que tenha infimo
e supremo finitos em cada subintervalo determinado pela partigdo P). Em particular, f pode
assumir valores negativos e positivos.

Integral Superior e Inferior. Vamos agora estudar o que acontece com estas somas quando se
alteram as particoes.

Defini¢ao 20.5. Dadas duas partigoes P e @ do intervalo [a, b] vamos dizer que () é mais fina
ou que refina P se P C @, i.e., se todos os pontos de P pertencem a Q.

Exemplo 20.6. Os conjuntos P, = {0,1/2,1}, P, = {0,1/4,1/2,3/4,1} e P; = {0,1/3,2/3,1}
s@o todos parti¢oes do intervalo [0, 1]. A parti¢do P refina Pj, mas a parti¢do Ps nao refina P;.

O seguinte lema fornece uma primeira propriedade importante das somas superior e inferior.
Lema 20.7. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada, P e Q parti¢des de [a,b]. Se P C Q entao:
L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U([, P).

Demonstracao. Notem que da definicao é claro que para qualquer particdo P temos que:
L(f,P) <U(f,P).

Vamos agora mostrar que L(f,P) < L(f,Q). A demonstragdo de que U(f,Q) < U(f,P) é
semelhante.
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Basta mostrar que L(f, P) < L(f,Q) quando @ tem apenas mais um ponto que P. O caso
geral segue-se, pois podemos juntar a P um a um os pontos de () obtendo partigoes P C P; C
P, C--- C Py = @ em que cada partigdo tem mais um ponto que a anterior. Assim:

L(f,P) < L(f,P1) S L(f, P2) <--- < L(f, Px) = L(f,Q) .
Seja entdo P = {tg,...,ti—1,ti,...,tn} € Q@ ={to,...,tic1,¢tiy ..., tn}. Temos que:
L(f,P)=my(t; —to) + - +mi(t; —ti_1) + -+ mu(tn — tn_1)
=ma(ts —to) +---+mi(c—tim1) +mi(ti —c) + - + mp(tn — th—1)
<mi(ti —to)+--+m(c—ti1)+m " (ti—c)+ - +mu(tn — tn—1) = L(f,Q),
onde usamos:
m' =inf{f(z) : t;_1 <z <c} >inf{f(z):ti-1 <x <t} =my,
m" =inf{f(z):c <z <t;} >inf{f(x): t;-1 <z <t;} =m,.

21. AuLa — 13 DE NOVEMBRO DE 2006
Ultima Aula.

Particdo P = {a =1ty <--- <t; <--- <t, = b} de um intervalo [a, b].
Soma inferior de f relativa a P:

L(f, P) = Zmi(ti - ti—l);
i=1

onde m; = 1nf{f(z) : ti—l <z < tz}
e Soma superior de f relativa a P: é o nimero real

U(f, P) = ZMz(tz - ti—1)7
i=1

onde M; = sup{f(x):ti—1 <z <t;}.
Lema 20.7: se P C @, i.e. se ) é mais fina do que P, entao:

L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f, P).

Integral Superior e Inferior (cont.) O seguinte lema fornece uma segunda propriedade im-
portante das somas superior e inferior.

Lema 21.1. Seja f : [a,b] — R wma fungao limitada. Para quaisquer particoes Py e Py de [a,b)]:
L(fapl) < U<f7P2)

Demonstracao. Seja @ = P U P,. Entao @ é uma partigao que refina P; e refina P,. Pelo lema
20.7, concluimos que:

L(f, P1) < L(f,Q) S U(f,Q) < U(f, P2).
(]

Este lema mostra que o conjuntos de todas as somas superiores é minorado e o conjunto de
todas as soma inferiores é majorado, logo as seguintes defini¢oes fazem sentido.

Definicao 21.2. Seja f : [a,b] — R uma fungéo limitada.
e Chama-se integral inferior de f ao niimero real:

b
/ f =sup{L(f, P) : P é particao de [a, b]}.

e Chama-se integral superior de f ao niimero real:

b
/ f:=f{U(f, P) : P é particao de [a, b]}.
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Segue-se também do Lema 21.1, que temos sempre:

/abfé/abf-

Os seguintes dois exemplos muito simples mostram que estes dois nimeros podem ser iguais ou
distintos.

Exemplo 21.3. Seja f : [a,b] — R uma fungao constante f(x) = c¢. Qualquer que seja a particao
P = {tg,...,t,} de [a,b] temos que:
m; = Mi = C.

Segue-se que:

U(f,P)=> clti—ti1)=¢Y (ti—ti1) =c(b—a)
i=1 i=1

Concluimos que

b
/ f =sup{L(f, P) : P é particao de [a,b]} = ¢(b — a),

b
/ f=mf{U(f, P): P é particdo de [a,b]} = c(b— a),

e, portanto, neste caso:
b b
/f:c(b—a)z/ f
a Ja_

Exemplo 21.4. Seja g : [a,b] — R a restrigdo da fung¢ao de Dirichlet ao intervalo [a, b]:
0, sex€la,b]NQ;
g9(x) =
1, sex€la,b]—Q.
Qualquer que seja a partigdo P = {tg,...,t,} de [a,b] um subintervalo [t;—1,¢;] contém pontos
racionais e pontos irracionais, logo:
m; = inf{g(z) : x € [ti—1, 4]} =0 M,; =sup{g(x) : x € [t;—1,t]} = 1.

Segue-se que:

L(g,P) = _0(t; — ti-1) =0,
=1

U(g,P)=> 1t;—ti-1) =b—a.

i=1

Concluimos que
b
g =sup{L(g, P) : P é particao de [a,b]} =0,

—~—

a

b
g = inf{U(g, P) : P é partigdo de [a,b]} =b— a,

T~

e, portanto, neste caso:

b b
/g:O;«éb—a:/g.
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Funcgoes Integraveis e Nao-Integraveis.

Definicao 21.5. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Dizemos que f é uma fungao in-
tegravel no intervalo [a, b] se os seus integrais superior e inferior coincidem. Nesse caso, ao valor
comum chama-se integral de f em [a, b] e representa-se pelo simbolo:

/abf—/abf—ff-

Exemplo 21.6. O Exemplo 21.3 mostra que uma fungao constante f(x) = ¢ definida no intervalo

[a, b] é integravel e:
b
/ f=clb—a).

Exemplo 21.7. O Exemplo 21.4 mostra que a restricao da funcao de Dirichlet a um intervalo
[a,b] ndo é uma funcdo integravel.

Exemplo 21.8. Seja f:[0,1] — R a funcado f(z) = . Do seu grafico:
*kkk QRAFICO *%%*
e daquilo que sabemos sobre a drea de um triangulo, deveremos ter:

IS
r=_.
0 2

Vamos verificar que de facto assim é. Seja P, = {0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1} a parti¢ao de [0, 1]
em n intervalos de comprimento % Para esta particao é imediato que:

1—1 1
n n

m; = inf{z :

L P) =3 k= S i)

- " i=1
1 (n(n+1) n—1 1-1/n
= — —n prmnd =
n2 2 2n 2
n n
1 1 1
U(f,P,) = - X —=—=
(PP =2 55 nz;z
_lnm+1) n+l 1+41/n
22 202
Concluimos que para qualquer n € N existe uma particao P, tal que:
1-1/n 1 141/n

Tomando n suficientemente grande, podemos fazer estas somas tao préximo de 1/2 quanto quis-

ermos. Concluimos que:
I 1
1
f=[ =3
/0 0 2

donde se segue que f(x) = z é integrdvel em [0, 1] e:

[
r=-.
0 2
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22. AuLA — 15 DE NOVEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Uma funcdo limitada f : [a,b] — R diz-se integrével no intervalo [a,b] se os seus
integrais superior e inferior coincidem. Nesse caso:

b b b
IRRIRRIE;
Exemplo 22.1. Seja f :[0,1] — R a funcdo f(z) = 22, cujo grafico é:

KRRk GRAFICQO *kk*
Nao é claro deste gréafico qual o valor do integral fol z2

Seja P, = {0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1} a particdo de [0, 1] em n intervalos de comprimento 1,
tal como no Exemplo 21.8. Para esta particao é imediato que:
i—1 i (i —1)2
= inf{z? <zr<-—
inf{x <z< n} RO

1—1 1 i?

M; = 2, << - = —.

i = supfe n n} n?

Logo, vemos que as somas inferior e superior para esta particao sdo:

L(f,Pa) =) (@ ;21) x % = %Z(z —1)?

i=1

1= 1 (n—1n@n-1
:ngz%z (n — L)n( )

n? 6
nd(1—-1/n)(1—-1/2n) (1-1/n)(1—-1/2n
- 3n3 B 3 ’
U(f’P"):ZTT E*T,,Z
_ 1 n(n+1)2n ) n3(1+1/n)(1+1/(2n))
n3 6 3n3
_ (L 1/m)(1+1/(2n)
3

Concluimos que para qualquer n € N existe uma particao P, tal que:

L(f, P,) = (1- 1/7“0)(31 —1/(2n) < (1+ 1/n)(; +1/(2n)) _ U(f, P).

Tomando n suficientemente grande, podemos fazer estas somas tao préximo de 1/3 quanto quis-

ermos. Concluimos que:

donde se segue que f(z) = 22 é integravel em [ ,

wl| =
IA

Este exemplo, bem como os da aula anterior, evidenciam dois problemas que precisamos de
resolver para que a nocao de integral possa ser realmente ttil:

e Como podemos decidir se uma funcao ¢é integravel ou nao?
e Em caso afirmativo, como podemos calcular o seu integral eficientemente?

Comegaremos agora a discutir estas questoes.
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Critérios de integrabilidade. Vamos agora procurar obter critérios eficientes que nos permitam
decidir se uma funcao limitada f : [a,b] — R é ou néo integravel.

Proposigao 22.2. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Entdao f € integrdvel em [a,b] sse
qualquer que seja € > 0 existe uma particao P de [a,b] tal que:

U(f, P) = L(f,P) <e.

Demonstragao. (=) Suponhamos que f é integrdvel de forma que os seus integrais superiores e
inferiores coincidem com o valor do integral:

b
/ f=if{L(f, P): P é particao de [a,b]} = sup{L(f, P) : P é particao de [a,b]}.

Pela propriedade do supremo e do infimo enunciada na Proposigao 11.5, sabemos entao que para
qualquer € > 0 existem particoes P; e P, tais que

b € b €
L(f,P1)>/f—§ e U(f,P2)</f—|—§.
Considerando a particao P = P; U Ps, que refina P; e P», e usando o Lema 20.7, obtemos

U(f,P) = L(f.P) SU(f.P) = L(/, i) < 5 + 5 =¢.

(<) Suponhamos agora que qualquer que seja £ > 0 existe uma partigdo P de [a, b] tal que:
U(f7P) _L(faP) <e.

Como:

b
/ f=if{L(f,Q) : Q é particao de [a,b]} > L(f, P),

b
/ J = sup{L(f,Q) : Q ¢ particio de [a,b]} < U(f, P),

concluimos que:

b b
[ 1= [t<vup-1up <=
a a
Como € é arbitrario o integral superior e inferior coincidem, logo a fungao é integravel. O

Por vezes, iremos utilizar esta proposi¢ao na seguinte forma ligeiramente diferente (demonstrem
que este coroldrio é de facto equivalente & proposigéo):

Corolario 22.3. Seja f : [a,b] — R wma funcdo limitada. FEntdo f € integrdvel em [a,b] e
fab f = « sse qualquer que seja e > 0 existe uma particio P de [a,b] tal que:

U(f,P),L(f,P) €la —e,a+¢l.
Teorema 22.4. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entao f € integrdvel em [a,b].

Demonstragdo. Pelo Teorema de Weierstrass, uma fungéo continua num intervalo [a, b] ¢ limitada.
Por outro lado, uma fungao continua num intervalo [a, b] é uniformemente continua, i.e.,

Ve > 0,36 >0, (z,y € [a,b] e |z —y| <d) = |f(z)— fy)] <e.
Para uma demonstragao desta propriedade vejam o Spivak.

Assim, dado & > 0 escolhemos 4 tal que para todo o z,y € [a, b]:

o=yl <8 =156~ fW] < 35—

Se escolhermos uma partigdo P = {to,...,t,} tal que |[t; — t;—1| < 0, entdo temos para cada i:

If(z) = f(y)] < Yo,y € [ti—1,ti],

5
2(b—a)’
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de forma que:
€ €

(b—a) Sh—a

Mi_mi§2

Assim, obtemos:

U(f,P)—L(f,P)= Z(M1 —m;)(t; —ti—1)

Pela Proposicao 22.2, a funcao ¢é integravel. O
Notem que existem muitas fungoes integraveis que nao sao continuas. Por exemplo, existem

funcbes mondtonas que nao sao continuas e para estas temos que:

Teorema 22.5. Seja f : [a,b] — R uma fungdo mondtona. Entao f € integrdvel em [a,b].

Demonstragao. Sendo f mondtona em [a, b] é claro que f é limitada por f(a) e f(b). Se f(a) = f(b)
entao f é constante e, pelo Exemplo 21.3, a funcao ¢é integréavel.

Seja entao f(a) # f(b). Vamos supor que f é crescente: f(a) < f(b) (o caso decrescente
é tratado de forma inteiramente andloga). Dado £ > 0 podemos escolher uma particio P =
{to,...,tn} tal que:

0<t;i—ti1 < (Z:].,,TL)

Como f é crescente, temos:

logo:

n

~ f() - f(a)

Como ¢ era arbitrario, pela Proposigao 22.2, a funcao f é integravel. O

Estes dois resultados sao critérios que nos permitem verificar que muitas das fungoes que estu-
daremos sao integraveis.

23. AuLA — 17 pE NOVEMBRO DE 2006

Ultima aula.
e Caracterizagao de integrabilidade: uma fungao f : [a,b] — R limitada é integrével em [a, b]
sse qualquer que seja £ > 0 existe uma partigdo P de [a, b] tal que:
U(f,P)—L(f,P)<e.
e Corolario 22.3: f : [a,b] — R é integravel em [a,b] e f: f = a sse qualquer que seja e > 0
existe uma particao P de [a, b] tal que:
a—e<L(f,P)<U(f,P)<a+ce.

e Critérios de integrabilidade: se f : [a,b] — R é continua ou é monétona entdo é integravel
em [a,b].
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Propriedades do integral. Vamos agora estudar propriedades do integral, que sao teis, por
exemplo, no seu célculo.

Teorema 23.1 (Aditividade em relacao & regido de integragao). Sejam a,b,c € R tais que a <
¢ < b e suponha-se que [ : [a,b] — R € uma fun¢do integrdvel em [a,c] e em [c,b]. Entao f é

integrdvel em [a,b] e temos:
b c b
fr=foe )
a a &

Demonstracdo. Seja o = f; fep= fcb f- Pelo Corolério 22.3, para todo o € > 0 existem partigoes
Py de [a,c] e Py de [c,b] tais que:

(32) a—§<ngmgagUmPg<a+;
(33) B-S <L P)SBSUP) < B+,

Seja P = P; U P,. Entdo P é uma partigdo de [a,b] para a qual L(f,P) = L(f,P1) + L(f, P) e
U(f,P)=U(f,P1) + U(f, P2). Assim, a soma de (32) e (33) fornece:

(Oz+,8)—8<L(f7P1)SCM—FBSU(f,Pl)<(Ol+ﬁ)+5.

Como ¢ é arbitrario, pelo Coroldrio 22.3, concluimos que f é integravel em [a, b] e que:
b c b
[r=avo=[ 1+
a a (&

Nota 23.2. Definimos anteriormente o integral f: f apenas se a < b. Introduzimos agora as

seguintes convengoes:
a b a
/f::O7 /f::—/ f, sea>b.
a a b

Com estas definicoes, é facil verificar que a relagao:

/abf=/acf+/cbf

é verdadeira para quaisquer a, b, ¢ € R (i.e., mesmo que a < ¢ < b néo se verifique).

O

Teorema 23.3 (Linearidade do integral). Sejam f, g : [a,b] — R duas fungdes integrdveis e ¢ € R.
Entao:

. ;. . b b b
(i) f+ g € integrdvel em [a,b] e fa (f+9) = fa f+fa g.
(i1) cf € integrdvel em [a,b] e fab cf = cfab f.
Demonstrag¢iao. Vamos mostrar (i). A demonstracdo de (ii) é bastante mais facil e fica como
exercicio (é boa ideia considerar separadamente os casos ¢ >0, c=0¢ ¢ <0).

Para demonstrar (i), seja entdo o = f: fep= f: g. Dado € > 0 sabemos que existem partigoes
Py e P, de [a,b] tais que:

(34) a—§<ngmgagUmPg<a+;
(35) 8-S <L P)SBSUP) <B+.

E fAcil verificar que para um intervalo [c, d] qualquer e duas fungdes limitadas f e g, temos sempre:
inf > inf inf
[lcl}d](f t9) > fed] U fead)

sup(f +g) <sup f +supg.
[e,d] le,d] le,d]
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Sendo assim, se tomarmos a particio P = P; U P; obtemos L(f + g, P) > L(f,P) + L(g,P) e
U(f+g,P)<U(f,P)+U(g,P). A soma das equagoes (34) e (35) fornece entao:
(a+B) —e < L(f, P1) + L(g, P2) < L(f, P) + L(9, P) < L(f + ¢, P) <
< U(f+g,P) < U(faP)+U(gaP) < U(fvP1)+U(gvP2) < (OK—Fﬁ)—FE

Como ¢ é arbitrario, isto mostra que f + g é integrdvel em [a, b] e o seu integral é dado por:
/ (F+9)=a+8= / f+/

Nota 23.4. Pode-se mostrar (mais dificil!) que se f,g : [a,b] — R sdo fungdes integraveis em
[a,b] entao fg também é uma funcao integravel em [a, b]. Notem no entanto que, em geral,

[ (L)L)

Por outro lado, se f e g sao fungoes integraveis, a fungao composta f o g pode nao ser uma fungao
integravel (encontrem um exemplo!).

O

Teorema 23.5 (Monotonia do integral). Sejam f, g : [a,b] — R duas fungées integrdveis.
(i) Se f(xz) >0 para todo o x € [a,b] entdo f:f > 0.
(i) Se f(x) < g(x) para todo o x € [a,b] entdo f;f < f;g

Em particular, se m < f(x) < M para todo o z € [a,b] entdo:

b
<b—a>s/ f< M@ - a).

Demonstra¢io. A demonstragio de (i) fica como exercicio. Para demonstrar (ii) reparem que
f(z) < g(z) sse g(x) — f(x) > 0. Assim, aplicando (i) & fun¢ao g — f e usando a linearidade do

integral, obtemos:
/ [ /gf>0§/f</

Finalmente, aplicando (ii) as fungoes constantes g(x) = m e h(z) = M, obtemos:
b—a) /m</f</M M(b—a).

Recordem-se que para quaisquer ntmeros reais a e b: |a + b| < |a| + |b|. Segue-se que para
quaisquer nimeros reais xi,...,Ty:

O

n n
I ED Il
=1 i=1

A préoxima propriedade do integral pode ser vista como um generalizagao desta propriedade:

Teorema 23.6 (Mddulo e integral). Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel. Entao |f| é uma
fungao integrdvel em [a,b] e temos:
b
<[ i1
a

Demonstragdo. Dada uma fungao f : [a,b] — R vamos designar por fT a sua parte nao-negativa
e por f~ a sua parte nao-positiva:

o) = {f(x), se f@) 20, {o, se f(x) >0

0, sef(@)<0 f(@). se flz) <0
Notem que f* >0, f~ >0, f=f"—f"e|f|=f"+ f~. Agora temos o seguinte exercicio:
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Exercicio 23.7. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada e P uma partigao de [a,b]. Se M; e m;
sdo como anteriormente para f, Ml’ e m; analogamente para |f|, mostre que:

Conclua que se f é integravel entao |f| é integravel.

Por este exercicio, segue-se do Teorema 23.3 que f+ = 1/2(|f|+ f) e f~ = 1/2(|f| - f) também
sao funcgoes integraveis. Recorrendo também ao Teorema 23.5, concluimos que:

/abf‘= [f*—f‘
[
[ ]
=/abf++/:f—
=/abf++f:/abf|-

Nota 23.8. O Teorema 23.6 diz-nos que se f é integrével em [a, b] entdo |f| também é integravel
em [a, b], mas o reciproco, em geral, nao é verdadeiro. Por exemplo, para a funcao f : [a,b] — R
definida por:

IN

+

O

)1, sex€a,bNQ;
f(x)_{l, se x € [a,b] \ Q;

temos que |f| = 1 é uma fungao constante. Portanto |f| é integrdvel em [a,b], mas f ndo é
integravel em [a, b].

24. AurLA — 20 DE NOVEMBRO DE 2006

Integral Indefinido e Teorema Fundamental do Calculo. Vamos agora estudar uma fer-
ramenta muito eficiente para calcular integrais, baseada no chamado Teorema Fundamental do
Calculo que relaciona o integral com a derivada.

Comecamos por observar que integrar uma funcgao “suaviza” o seu comportamento:

Teorema 24.1. Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel. A fun¢io F : [a,b] — R definida por:
Fa)= [ 1,

Nota 24.2. E costume chamar a F' o integral indefinido de f com origem em a. Por vezes,
para acentuar que = é uma variavel, escrevemos este integral indefinido na forma:

Pla) = / " r) at.

€ continua.

Demonstracao. Como a funcao f é integravel, por definigao, é limitada: existe L > 0 tal que

|f(z)| < L, Y € [a,b].
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/ac+h I /ac ; /Cc+h f‘
/cc+h il /cc+h .

(notem que h pode ser > 0 ou < 0). Assim, dado € > 0 escolhemos § = ¢/L, e obtemos:
Ve>0,30>0 : |h|<d = |F(c+h)—F(o)] <e,

Seja entao ¢ € [a,b]. Temos que:

[F(c+h) = F(e)] =

<

< = L|h|.

portanto, limy_.o F'(c+ h) = F(c), logo F é continua em c. O
Exemplo 24.3. Consideremos a restrigdo da fun¢do de Heaviside h : [-1,1] — R:
h(z) = 1, sex >0,
0, sex<0.
Sendo esta fungao mondtona, é integravel. O seu integral indefinido relativo a a = —1 é a fungao:
ﬂ@:/)M@ﬁ: v ser=
-1 0, sex <O,

que é uma fungao continua. Notem pois que o integral transforma uma funcao descontinua numa
funcéo continua!

Quando a fungao integranda f é continua o integral indefinido é diferencidvel e a derivada é
especialmente simples:

Teorema 24.4 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R uma fungdo integrdvel e
F :[a,b] — R o seu integral indefinido:

ﬂ@:/f@ﬁ.
Se f € continua em c € [a,b] entdo F € diferencidvel em c e:
F'(e) = f(e).
(Se ¢ =a ou c =10 entdo por F'(c) entenda-se a derivada lateral direita ou esquerda de F'.)

Demonstra¢ao. Vamos supor que ¢ €|a, b[. Os casos ¢ = a e ¢ = b tratam-se de forma semelhante.
Suponha-se primeiro que h > 0 e defina-se:

my = inf{f(z) :c <z <c+h}
My, :=sup{f(z) :c<ax<c+h}
Notem que como f é continua em ¢ temos que:

li = lim M, = .
Ly T =, M = I

Como myp, < f(x) < M}, para € [¢,c+ h], a monotonia do integral mostra que:
c+h
F(c—l—h)—F(c)z/ f(t) dt = mph < F(c+h) — F(c) < Mph.

Pelo principio do encaixe, concluimos que:

F h)—F
lim Fleth) = Fl) = lim mp = lim M = f(c).
h—0+ h h—0+ h—0+
O caso h < 0 é inteiramente andlogo e fornece:

F(c+h)—F(c)
PerM=F@ _ yp)

Portanto, as derivadas laterais de F' existem em x = ¢ e sdo ambas iguais a f(c). Logo F é
diferencidvel em c e F'(c) = f(c). O

lim
h—0—
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Nota 24.5. Neste teorema consideramos o caso em que o limite superior do integral varia. No
entanto, observem que o caso em que o limite inferior varia reduz-se a este:

b a b T b
G(x):/ 1(t) dt:/ £(t) dt+/ £®) dt:f/ 1(t) dt+/ £(t) dt.
Logo, se f é continua em ¢, obtemos:

G'(c) = —f(c).
Daqui resulta que se f estd definida para x < a entdo a derivada de F(x) = f: f=- f; f em
¢ < a é dada por:

Conclusio:

(a) Se f é continua em x = c entdo a derivada de F(z) = [ f(t) dt em z = ¢ é dada por
F'(c) = f(c) (ndo interessa se ¢ < a ou ¢ > a).

(b) Se f é continua em x = ¢ entdo a derivada de G(z) = ff f(t) dt em = = ¢ é dada por
G'(c) = —f(c) (ndo interessa se ¢ < b ou ¢ > b).

Primitivas e Regra de Barrow. O Teorema Fundamental do Caélculo é especialmente tutil
quando a fungéo integranda f : [a,b] — R é continua em todos os pontos, pois obtemos:

Coroldrio 24.6. Seja f : [a,b] — R wma func¢do continua. Entdo o seu integral indefinido
F:la,b] = R,

xr
Flo)= [ 100 d.
a
é uma primitiva de [, i.e. F é uma funcdo diferencidvel tal que F' = f.
Na realidade, obtemos ainda um método eficiente para o calculo de integrais:

Coroldrio 24.7. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e F : [a,b] — R uma primitiva de f,
i.e. uma funcdo diferencidvel tal que F' = f. Entao:

/ F(8) dt = F(b) — F(a).

Demonstragdo. Basta observar que as fungdes F(z) e [ f(t) dt possuem a mesma derivada em
todos os pontos x € [a, b], logo diferem por uma constante ¢ € R:

F(z) = /w F(t) dt+c.

Segue-se que:

b a b
F(b)fF(a):(/ f(t)dtJrc)—(/ f(t)dt+c):/f(t)dt.

Nota 24.8. E costume usar-se qualquer uma das seguintes notacgoes:
b t=b b t=b
F(b) = F(a) = [F(1)], = [FO),Z, = F@t)l, = FO)];Z, -

a

E usual designar-se por Regra de Barrow a férmula:
b
/ f(t) dt = F(b) — F(a), (onde F' é uma primitiva de f).

In+1
n+1

Exemplo 24.9. A funcdo f(z) = 2", paran € N, tém a primitiva F(z) = (diferenciem esta

fungéo para verificar que F’ = f). Logo:

1 n+171
/ " dx = ac = 1 .
0 n+1 0 TL+1

Comparem com as dificuldades que tivemos para calcular o integral nos casos n =1e n = 2!
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Exemplo 24.10. Recordemos que (senz)’ = cosx e que (cosz) = —senz. Estas férmulas
dao-nos pois primitivas das fungoes sen e cos. Assim, por exemplo, temos que:

/ senz dr = —cosz|y = cos(0) — cos(m) =1 — (—1) = 2.
0

Reparem que isto é o valor da drea por de baixo do gréifico da fungdo senx assinalada na figura
seguinte: *** FIGURA ****

25. AuLA — 22 DE NOVEMBRO DE 2006

Ultima aula. Teorema Fundamental do Célculo: se f é continua em x = ¢ entao a derivada do
integral indefinido F(z) = [ f(t) dt em x = ¢ existe e ¢ dada por F'(c) = f(c).
Regra de Barrow: se F' é uma primitiva de f, i.e. F/ = f, entao

b
/ F(8) dt = F(b) — F(a).

Exemplos de Caélculo de Primitivas e Integrais. Pela Regra de Barrow, para calcular o

integral fab f tudo o que temos de saber é uma primitiva F' de f. Os exemplos seguintes ilustram
isto mesmo.

Exemplo 25.1. A funcdo exponencial satisfaz (e*)’ = e*. Assim, por exemplo, temos:

2
/ e® dx = [e"]; = e* — 1.
0

Da mesma forma, para as fungoes hiperbdlicas temos que: (senhz)’ = coshz e (cosh )’ = senh x.
Donde temos, por exemplo, que:

2
/ coshz dx = senh x|iiz_2 = senh(2) — senh(—2) = 2senh(2).
-2

Exemplo 25.2. A funcdo f(z) = m%, para n € N, nao é limitada em qualquer intervalo que

contenha a origem. No entanto, se a e b sdo ambos positivos ou ambos negativos, a funcao f é
continua em [a, b].

Se n > 2, uma primitiva de f(x) = x% é a fungao F(x) = fm (verifiquem!), logo:
b b
dx 1 1 1 1
j i [(n 1)z”1:| =7 [anl — bnl} , quando a,b > 0 ou a,b < 0.

Em particular,

b1 1 , b1 _ 1
! ﬁdlefg, Vb>0, peloque Igr}rloc ' ?dx:xginoo 176 =1.
Como é que interpreta geometricamente este facto?
A férmula anterior para a primitiva de f(z) = zl nao funciona quando n = 1. Neste caso,
temos que (logz) =1/, >0, e (log(—z)) = 1/x, x < 0. Logo, F(z) = log |z| é uma primitiva
de f(xz) =1/x em qualquer intervalo [a,b] com a,b > 0 ou a,b < 0. Temos portanto:

b
d b
/ % = log |b| — log|a| = log <a> , quando a,b >0 ou a,b < 0.

Em particular,

b b
1 1

/fdar:zlogb,Vb>07 pelo que lim —dr= lim logb=+400.

1 :1:

z—+oo [1 T r——+00

Como ¢ que interpreta geometricamente este facto?
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Nota 25.3. Daqui em diante, se f é uma funcao continua vamos designar por f f(z) dx uma
primitiva da funcao f. Por exemplo, escreveremos:

4
3 x
de = —.
/.’E X

Esta notacao representa uma certo abuso, mas é completamente standard. Notem que podemos
adicionar qualquer constante a funcao do lado direito e ainda obter uma primitiva:

4
Sde=2 4 c.
/xz 4—|—C'

Primitivacao e Integracao por Partes. Vamos agora estudar alguns métodos de primitivagao
que serao tuteis no calculo explicito de integrais. Comecamos por um método que permite, por
exemplo, calcular uma primitiva da fungéo f(z) = zlogzx.

Teorema 25.4 (Primitivagao por partes). Sejam f,g: [a,b] — R fungées de classe C'. Entdo:
[ 1@ @) do = s(@)g(a) - [ £ia)gla) da.
e portanto:
b , b
[ @) da = (f@)g(@)ls - [ f(2)gla) da.

Demonstracdo. Para a demonstragao basta observar que a regra de derivagao do produto se es-
creve:

(fo)'=f'9+rfd < fd =(f9) —fg
[t9=[war=[ra=15- [ 13

Exemplo 25.5. Por exemplo, para determinar uma primitiva de xlogz, tomamos f(z) = logx e

g(z) = 2%/2 de forma que f(z)g'(x) = zlogz. Como f'(z)g(z) = %L; = 5, aregra de primitivacao

por partes fornece:
z? T
1 der = —1 - [ =d
/w ogz dz = —-logz / 5 4%

x x
=—logex — —.

Portanto, temos que:

O

Exemplo 25.6. Para calcular o integral:

1
2
/ z2e® dx,
0

tomamos f(x) = 22/2 e g(x) = e de forma que f(z)g'(z) = 23¢*". Como f'(z)g(z) = we®,
concluimos que:
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Primitivacao e Integracao por Substituicao. Um outro método muito til no célculo de
primitivas é o seguinte:

Teorema 25.7 (Primitivagdo por substituigdo). Se f e ¢’ sdo fungoes continuas, entdio:

/fmwuz/}wunyuwm, onde u = g(z),

e portanto:
g(b) b
| fwin= [ fa@)g @) da.
g(a) a

Demonstracdo. Para a demonstracdo basta observar que se F' é uma primitiva de f, entdo o lado
esquerdo da férmula é:

g(b)
/UJMMM—HMW—F@@)

Por outro lado, pela regra de derivagao da funcao composta:

(Fog) =(F'og)g =(fog)d,

donde o lado direito da férmula escreve-se:

b b
/ flg(2))g (x) do = / (F(g(x)) dz = F(g(b)) — F(g(a))-

Nota 25.8. Notem que o método de primitivacao por substituicao para o célculo do integral

/}mmmuwm

tem trés passos:

(i) Tomar u = g(x) e du = ¢'(z) dz (depois desta manipulagéo, sé a varidvel u deve aparecer);
(ii) Encontrar uma primitiva (como uma expressao envolvendo u);
(iii) Substituir de volta u por g(z).

Os préximos exemplos ilustram este método.

Exemplo 25.9.

/sen5 xcosz dr = /u5 du (tomando u = senx de forma que du = cosz dx)
ub
6
sen’

= (substituindo de volta u = sen z).

Exemplo 25.10.

2

<1 21 1
/ dx = / — du (tomando u = log x de forma que du = — dx)
. xlogzx 1 U x

= logul, =
=log2 —logl = log?2.
Notem que ao fazermos a substituicao u = log x, também transformamos os respectivos limites:
r=er—u=loge=1
r=e?—u=loge? =2

Neste caso, nao é necessario substituir de volta u = log x.
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26. AurLA — 24 DE NOVEMBRO DE 2006
Ultima Aula. Primitivacao e Integragao por Partes e Substituicao.

Exemplo 26.1. Nos dois exemplos do final da tltima aula a substituicao era quase ébvia. No

caso da primitiva
/ V1 — 22 dx,

a substituicao j4 nao é tao ébvia. No entanto, a relacao v/1 — sen2 u = cosu sugere a substituicao
T =senu < u=arcsenz emque z€|-1,1[&uel]-n/2,7/2].

Como dx = cosu du, obtemos:

/ V1—22de = / V1 —sen?ucosu du (tomando x = senu)

1 2
:/cos2udu:/+c%(u)du

U sen(2u) u , senucosu
2 4 2 2

u  senuy1 —sen?u

2" 2

arcsenz V1 — 22

= 5 + 5 (substituindo de volta z = senw).

Mais geralmente, a mesma substituicao x = sen u transforma qualquer integral da forma:
/R(x, V1—22) dx,

onde R(z,y) é uma fungao racional de z e y, no integral

/ R(senu, cosu) cosu du.

Exercicio 26.2. Seja R(z,y) uma funcdo racional de z e y. Mostre que a substituigdo x = tanu
transforma qualquer integral da forma:

/R(x, m) dz,

num integral de uma funcao racional de senu e cosu.

Integracao em Termos Elementares. Os métodos de primitivacao por partes e por substi-
tuicdo, que vimos na tultima aula, sao os tnicos métodos sistematicos que vocés precisam de
aprender, e permitem calcular um grande nimero de primitivas. No entanto, para ter sucesso na
aplicacao destes métodos é preciso conhecer-se mais uns tantos truques. Vamos agora listar alguns
dos mais importantes.

Primitivacao de Fungoes Trigonométricas. Para calcular primitivas de fung¢oes trigonométricas:

/ sen” x cos™ x dx,

usaremos as férmulas trigonométricas conhecidas:

9 1 —cos2z 9 1+ cos2x
r=1, sen T=—p ) S T=——

sen2 x + 6052

Ha varios casos a considerar:

Caso 1. Primitivas do tipo:

/sen" x dx ou /cos” x dx,
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onde n = 2k é par. As férmulas trigonométricas acima permitem obter, sucessivamente, uma ex-
pressao em poténcias mais baixas de seno ou coseno, que eventualmente sabemos como primitivar.

Por exemplo:
2
/sen4:1: dz—/<1COS2I> dz
2
—/1d 1/ @)d+1/ 2(2z) d
= [ g9 —5 [ cos(2z) dw+ o [ cos™(2z) dx
1 1 1
= /1 dx — 3 /008(296) dx + A /(1 + 2cos(4x)) dx

e nesta ultima expressao sabemos calcular todas as primitivas.

/sen” x dx ou /cos” z dz,

onde n = 2k + 1 é impar. Neste caso, utilizamos a férmula trigonométrica fundamental seguida
de uma substituicao. Por exemplo:

/COS%H x dr = /(1 —sen?z)¥ cosx dx

Caso 2. Primitivas do tipo:

= /(1 —uH* du  (u=senz).

Caso 3. Primitivas do tipo:
/ sen” x cos™ = dx,

onde n ou m sado impares, sao tratados de forma analoga ao anterior. Por exemplo,

/sen4 zcos® x dr = /sen4 z(1 —sen’® )% cosz dx

:/MQ_MWL@:%My

Caso 4. Primitivas do tipo:
/ sen” x cos™ = dx,

onde n e m sdo ambos pares. Neste caso, utilizamos as férmulas trigonométricas para sen®z e

cos? z, de forma ansloga ao Caso 1.

Primitivagao de Fungoes Racionais de Senos e Cosenos. Suponhamos que queremos cal-
cular uma primitiva de uma fungao racional de senos e cosenos:

/R(sen x,cosx) dr.

Existe uma substituigao (talvez um pouco inesperadal!) que permite reduzir esta primitiva a uma
primitiva de uma funcao racional usual. Como veremos depois, é possivel primitivar qualquer
fungao racional usual.

Consideremos entao a substituigao:

2

T

x
u = tan 5 & o = 2arctan u, dx

Observamos que:

2 2
9 sen“y  sen-y

2 = tan Y=

z
= — = arctanu = u =
=3 cos?y 1 —sen?y
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Resolvendo em ordem a 2, obtemos:

u? 1

Senzy:m, COS2yzlfsen2y:m.
Usando as formulas trigonométricas para sen(2y) e cos(2y) obtemos:
U 1 2u
sen(x) = sen(2y) = 2senycosy = 2 . = ,
(z) (2y) YeOsY =2 e T T e
1 u? 1—u?

cos(a) = cos(2y) :COSgy—Sengy:21+u2 142 - 1+ u?

Assim, a substituicao x = 2 arctan u fornece:

2u 1 —u? 2
/R(senx,cosac) dmz/R<1+u27 1+u2) Txw? du.

Concluimos, tal como tinhamos afirmado, que esta substituicao transforma uma primitiva de uma
funcao racional de senos e cosenos numa primitiva de uma fungao racional usual.

Exemplo 26.3.

/ do —/ ! 2 du (u—tanf)
3+5senz 3—1—5% 14 u? o 2

1+ u? 2 2
3u2 4+ 10u+3 1+ u? 3u? +10u + 3
H4 dois casos particulares de fungoes racionais de senos e cosenos em que uma substitui¢ao
bastante mais simples as transforma também em fungoes racionais usuais:
Caso 1.

/R(sen x)-cosz dx = /R(u) du, em que u = senx e portanto du = cosz dz.

Caso 2.
/R(cos x)-senx dr = —/R(u) du, em que u = cosx e portanto du = —senx dz.

Primitivacao de Fungoes Racionais. Como ja foi referido, é possivel primitivar qualquer
funcéo racional, i.e. qualquer funcao da forma:

p(x) Anx™ + ap_12" "+ -+ ag
f(lL') - - m m—1 ’
q(z)  bpx™ 4 byp_1x + -+ b
em termos de funcoes elementares. Notem que podemos assumir a,, = b,, = 1. Por outro lado,
também basta considerar o caso n < m, pois se n > m podemos recorrer a divisao de polinémios
para escrever:
r(z)

fa) =22 gy 4 T

q(x) q(z)’
e te

onde g(x) é um polindmio e r(x) é o resto da divisdo, que tem grau inferior a ¢(z). Por exemplo:
4 2
u* —4u* +3u—4 9 3u+1
- 25 =T
/(@) u?+1 " + u?+1

Assim, vamos assumir que a, =b,, =1l en <m.
Antes de enunciarmos o caso geral, ilustramos o método quando p é um polinémio de grau < 2
e ¢ é um polinémio do terceiro grau:
_plz) 22+ a1z + ag
q(z) 23+ b2 + bz + b’

A primitiva de f = p/q depende essencialmente da natureza do polinémio denominador.

Caso 1. O polinémio denominador g tem 3 raizes reais distintas, i.e.

Q(I):(Iia)(xfﬂ)(xfry)a COmCX,ﬂ,’YGR, O‘%ﬁ%’}/#a
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Neste caso, a fungao racional f = p/q pode ser escrita na forma

C
f(z) = + + , com A, B,C € R,
r—a xz—0 xz—7v

pelo que

/f(x)dx:Alogmfa\+Blog|xfﬂ\+010g|zf’y|.

Caso 2. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real simples e outra raiz real dupla, i.e.

q(z) = (x — a)(x — B)?, com a, B ER, a #B.
Neste caso, a fungdo racional f = p/q pode ser escrita na forma

L

C
A, B R
P (m—ﬁ)Q’Com ,B,C eR,

pelo que
C
/f(a:)dx:Alog\xfa| + Blog |z — 3] — ey
T —
Caso 3. O polinémio denominador ¢ tem uma raiz real tripla, i.e.
q(z) = (x —a)®, com a € R.
Neste caso, a fungdo racional f = p/q pode ser escrita na forma

A B C

f(z) = + 2—1—(33_(%):,),comA,B,C'GR,

pelo que
B C
/f(m)dx—Alog|x—a|—x_a TS ag

Caso 4. O polinémio denominador ¢ tem apenas uma raiz real simples, i.e.
q(z) = (x — a)((x —a)® +b?), com a,a,b €ER, b#0.
Neste caso, a fungdo racional f = p/q pode ser escrita na forma

A Bx+C
f(x)im—oz (x —a)? + b2’

com A, B,C € R,

pelo que
Bz +C

/f(x)dx—Alogx—a|+/(x_a)2+dex’

onde a ultima primitiva é quase-imediata, podendo ser expressa usando as fungoes logaritmo e
arco tangente, da seguinte forma:

/( Bx+C dx:/( B(z —a) dx—i—/( Ba + b? de

r—a)?+b2 x—a)?+b? T —a)?+b?

_ 2
g/ 2(z 2a)b2 dx+Bab+b / 71/;) Iz
(e —a)+ (54) +1

2 b

Caso Geral. O que acabamos de ver é um exemplo particular do seguinte resultado geral:

B B 2 —
= —log((z — a)* + b*) + ﬂarctan (1: 5 a) .

Teorema 26.4 (Decomposicdo em Fracgoes Parciais). Seja n < m, e considere-se a fungao
racional
Coplr) a4 apax™ - +ag
@) T+ bmazm T T by
Entao o denominador pode ser factorizado na forma:

p(a) = (z—a)™ (@ —ap)™ (o — ar]* + 63) - ([o — a]® + b7)*,
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e a fungao racional pode ser decomposta na forma:

p(x) [ a1 ai,ry } [ ag,1 A1y, }
= + . e P — R . + -0 + “ e + G M E—— +
q(x)  [(z— o) (z — o) (z — o) (z — o)™
(z—a1)* +bF ((z —a1)* + b))
Ay + Bz A + B s
(z —a;)? + b} ((z — ar)? + b7)=
Notem que a factorizacao de ¢(z) dada pelo teorema tem o seguinte significado:
® a,...,q sdo as rafzes reais de ¢(x) com multiplicidade, respectivamente, 71, ..., 7x;
e ayt+iby,...,a +ib; sdo as rafzes complexas de ¢(x) com multiplicidade, respectivamente,
S1y.+-, 515

Nao demonstraremos este teorema. Este resultado reduz o calculo da primitiva de uma funcao
racional a primitivas que ja conhecemos, pois temos

(a) Para as rafzes reais:

/ a {alog(xa), ser =1,

T dr = " 1

(r — a) G —ay=T, ser>1

(b) Para as raizes complexas:

A+ Bz B 2(x —a) 1
————dr=—= | ———————d A+aB ——— dx.
[ taremr =7 oy At o) | oy @

A primeira primitiva pode ser calculada recorrendo & substituicio u = (z — a)? + % A
segunda primitiva pode ser calculada por aplicagao sucessiva de primitivagao por partes,
como no exercicio seguinte:

Exercicio 26.5. Usando primitivagao por partes, mostre que para s > 1:

/ 1 do — 1 T +2s—3/ 1 e
(22 +1)* " 2s—2 (22+1)s1  2s—2 ) (a2 +1)s71

27. AuLA — 27 DE NOVEMBRO DE 2006

As Fungoes Trigonométricas. No ensino secundério, o seno e o coseno foram introduzidos de
forma geométrica recorrendo ao circulo trigonométrico. Tomando, numa circunferéncia de raio
1 um arco de comprimento 6, senf e cosf foram definidos como os lados do tridngulo na figura
seguinte:

ik FALTA FIGURA *%*

Estas definicGes geométricas, embora mais ou menos intuitivas nao fornecem definicGes mate-
maéticas precisas das fungoes seno e coseno. Podemos recorrer a nogao de integral para definir de
forma precisa a fungao seno e a fungao coseno, e recuperar todas as suas propriedades conhecidas.

Para isso, comegamos por observar que sendo a drea do circulo unitario 7, a area do sector
limitado pelo arco de circulo de comprimento 0 é % X T = g. Podemos também obter esta area
recorrendo a um integral: basta observar que a drea do sector limitado pelo arco de circulo é a
soma da drea do tridngulo com a drea da regido por baixo do gréfico da funcao f(z) = v1 — 22
entre x = cosf e x = 1:

1
Q:A’reazw—&—/ V1—22dx.
2 2 cos 0

Recorrendo 4 identidade trigonométrica sen®  + cos? § = 1, obtemos a relacdo:

9 0+/1 — cos? 6 !
(36) 5= Cosvy - —cos 7 5 cos +/ m dx.
cos 6

que deverd ser vélida para 0 < 6 < .
Para obter uma defini¢ao rigorosa do seno e do coseno, vamos utilizar a relagao (36) como ponto
de partida. Comegamos entao por definir o niimero 7 da seguinte forma:
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Definicao 27.1. O nlimero 7 é a area do circulo unitario, i.e., o valor do integral:
1
77::2~/ V1—22dx.
-1

De seguida, introduzimos a func¢éo A : [—1,1] — R dada por

V1—¢2 1
A(t) ::HTt—i—/ V1—22dx.
t

Notem que o lado direito de (36) é A(cosf). Pelo Teorema 24.1 esta fungdo é continua em [—1, 1].
Pelo Teorema Fundamental do Célculo, esta fungéo é diferencidvel em | — 1,1[ e a sua derivada é:

1 —2t
A’t:[t-+ 1—t2}— 1—t2
=3 2v1—12 v v
P —(1—t?) L,
2v/1—12 21—
Isto mostra, ainda, que A(t) é estritamente decrescente. Por outro lado, usando a defini¢ao de m
temos:

A(—1):/11\/1—gz:2‘dz:7T e A(1)=0.

2

Defini¢ao 27.2. Se 0 < 0 < 7, ent@o cosf é o tnico nimero em [—1, 1] tal que:

g = A(cos).

Por outro lado, sen# := /1 — cos2é.

Notem que o Teorema do Valor Intermédio aplicado & fungao A(t) garante que dado g €0,7]

existe um niimero cosd € [—1,1] tal que § = A(cosf). Sendo A(t) estritamente crescente, ¢ uma
funcao injectiva, logo o nimero cos# é tnico. Vemos pois que as fungodes cos : [0, 7] — [—1,1] e
sen : [0, 1] — [—1,1] estdo bem definidas.
Podemos estender as defini¢oes do seno e coseno a todo o R, estendendo primeiro para 8 € [—, 0]
por:
sen = —sen(—0),

cos § = cos(—0),
e depois a todo o # € R declarando que sen e cos sao fungoes periddicas de periodo T = 27:

senf = sen(6 + 2m),
cos 0 = cos(f + 2m).

Com estas definigbes matematicas precisas do seno e do coseno podemos estabelecer as suas
propriedades bésicas. Por exemplo, ja sabemos que sen e cos# sao fungdes continuas para qual-
quer 6 € [0, 7], e é um exercicio simples verificar a partir destas definigoes que sdo continuas para
qualquer 6 € R. Também é simples verificar que a relacao:

sen®6 + cos? 0 =1,
que se verifica por defini¢ao de sen para 6 € [0, 7], também é verdadeira para todo o 6 € R.

Teorema 27.3. Para 0 < 0 < 7, as funcoes senf e cos@ sao diferencidveis e as suas derivadas
8a0:
!/
(sen )’ = cosb,

(cosf) = —send.



78 MIGUEL ABREU E RUI LOJA FERNANDES

Demonstracao. J& sabemos que sen e cos sao fungoes continuas em R. Observem que, da definicao,
para 6 € [0, 7] temos:

2A(cosf) =0,
ou seja B(t) := 2A(t) é a fungdo inversa do coseno. J4 vimos que A(t) ¢ injectiva e diferencidvel
para t €] — 1, 1], logo o mesmo se passa com B(t). Temos, ainda, que
I 4y
N

Pelo Teorema 19.5, conclufmos que cos() = B~1(6) é diferencidvel para 0 < § < 7, com derivada:

B'(t) =24'(t) = —

(cos) = (B71)'(0) =

1=(B~1(9))?

= —y/1—(cos(h))? = —senb.

Recorrendo agora & definigdo de sen § para 6 €]0, 7|, obtemos a derivada do seno:

(sen )’ = (1/1 — (cos 6)2)

1 —2cos@ - (cosh)

2 1 —(cos6)?

cos B sen 0
= ——— =cosd.
sen 0

Exercicio 27.4. Mostre que senf e cos sao fungoes diferenciaveis para qualquer 6 € R.

Corolario 27.5.
. sen h 1
im =1.
h—0 h

Demonstracdo. J& sabemos que sen @ é diferencidvel em § = 0 com derivada sen’(0) = cos(0) = 1.
Assim, a defini¢do de derivada mostra que:
sen(0 + h) — sen(0) sen h

_ ’ T 1
b= sen(0) = iny h —

O

Destas definigoes precisas do seno e coseno, resulta que as outras fungoes trigonométricas, tais
como tan# e cotf, bem como as funcoes trigonométricas inversas, ficam também definidas de
forma precisa. Também é possivel deduzir a partir destas definicbes todas as outras féormulas
envolvendo as fungdes trigonométricas que utilizimos anteriormente (vejam o Spivak).

28. AuLA — 29 pDE NOVEMBRO DE 2006

Na tltima aula vimos como se pode definir de forma precisa as fungoes trigonométricas recor-
rendo a nocao de integral. Vamos agora fazer o mesmo com a fungdao exponencial.

As Fungoes Exponencial e Logaritmo. Vamos comecar por definir a fungao logaritmo como
uma fungao diferencidvel cuja derivada é 1/z e que em x = 1 se anula:

Definicao 28.1. A funcao logaritmo é a funcao log :]0, +oo[— R definida por:

1
log x ;:/ — dt.
1 t

Notem que, a partir desta defini¢ao, podemos concluir desde ja que o logaritmo possui as
seguintes propriedades:

o logl=[l1/tdt=0
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e £ uma funcao infinitamente diferencidvel, pois pelo Teorema Fundamental do Célculo
temos que (logz)’ = 1;
e E uma funcao estritamente crescente pois a sua derivada é sempre positiva;
e Possui concavidade sempre virada para baixo, pois a sua segunda derivada (logz)” = —w%
é sempre negativa.
Nao é claro a partir desta definicdo o que acontece a log x quando z — 0% ou z — +oo. Para isso,
precisamos da seguinte propriedade fundamental do logaritmo:

Teorema 28.2. Se x,y > 0, temos que:
log(zy) = log z + log y.
Demonstracao. Fixemos y > 0, e consideremos a funcgao:
f(z) := log(zy).

A regra de derivagao da fungao composta, fornece:
f(x) =log'(zy) -y = xiy Y= %
Como f(z) e log(z) possuem a mesma derivada, concluimos que existe um nimero ¢ tal que:
f(z) =logx + ¢, V>0 < log(zy) =logx + ¢, Yo > 0.
O ntmero ¢ pode ser determinado tomando z = 1:
logy =log(l-y) =logl+c=c.

Assim, concluimos que:
log(zy) = logz + logy, Va,y > 0.

O
Corolario 28.3. Se xz,y > 0, temos que:
log (x) =logx — logy.
Y
Demonstra¢ao. Basta observar que:
log z = log (x y) = log (x) + log y.
Yy Y
O

Corolario 28.4. Para todo o natural n € Z e x > 0 temos que:
log(z™) = nlogx.
Demonstracao. O resultado é claro se n = 0. Pelo coroldrio anterior, basta mostrar este resultado
para n € N. Mostrem por indugao que a relagao é verdadeira para n € N. O
Como o log é estritamente crescente, temos log2 > log1 = 0. Como
log(2") = nlog2, (ne€N)
concluimos que log x nao é uma fungao majorada. Portanto:

lim logx = +o0.
r—+00

Por outro lado, temos que:

1 —-n
log <2n> =log2™" = —nlog2, (neN)

concluimos que log z nao é uma fungao minorada. Portanto:

lim logx = —o0.

z—0

Segue-se pois que o contradominio do logaritmo é R.
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Recorrendo a estas propriedades do logaritmo, podemos esbocar o seu gréfico:

Como acabdmos de ver, log : ]0,4+00[ — R é uma funcgdo estritamente crescente com con-
tradominio R. Logo possui uma fungao inversa com dominio R e contradominio ]0, +oo[. Natu-
ralmente:

Definigao 28.5. A funcao exponencial exp : R —]0, +o0o[ é a fungao inversa do logaritmo.
Vamos agora recuperar as propriedades basicas da exponencial a partir desta definicao.
Teorema 28.6. A funcdo exponencial € diferencidvel e a sua derivada € ela propria:

(exp(x))" = exp(z).

Para quaisquer dois nimeros x e y temos que:

(37) exp(z +y) = exp(x) - exp(y).
Demonstra¢ao. Como (logx) = % # 0, o Teorema 19.5 mostra que a sua inversa é diferenciavel e
a sua derivada é dada por:
1
exp(z)) = (log™ ") (z) = ————
(exp()’ = (o™ (8) = s
1
= 1
log™ ' ()

= log™*(z) = exp(z).
Por outro lado, seja a = exp(z) e b = exp(y), de forma que z = loga e y = logb. Entao:
x4y = loga + logb = log(ab),
ou seja:
exp(z +y) = ab = exp(z) - exp(y).

O
Corolario 28.7.
i P =1
h—0 h
Demonstrag¢ao. Como expx é diferencidvel em x = 0 com derivada exp’(0) = exp(0) = 1, a
defini¢ao de derivada mostra que:
o n oy exp(04+h) —exp(0) . exp(h) -1
P e (0= h =
O

Portanto, temos as seguintes propriedades da exponencial:

exp(0) = 1 e exp(z + y) = exp(x) - exp(y);

E uma funcio infinitamente diferencidvel, pois temos que (expz) = expux;

E uma funcao estritamente crescente pois a sua derivada é sempre positiva;

Possui concavidade sempre virada para cima, pois a sua segunda derivada (exp(x)) =
exp(z) é sempre negativa.

Finalmente, é simples verificar que:

lim logy = —oc0 = lim exp(z) =0,
y—0+

r— —0Q

lim logy = +00 = lim exp(z) = +oo.

y—+o00 T—+400

Com esta informacao recuperamos o grafico da fungao exponencial.
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Definicao 28.8. O niimero e é o nimero real:
€
1
e:=exp(l) & 1=1log(e) = / n dt.
1

Notem que se z =
que:

m
n

é um numero racional, entdo a propriedade (37) da exponencial implica

e® = {em = {/exp(1)™ = {/exp(m) = exp (@) = exp(z).
n
Assim, é natural definir:

Definigao 28.9. Para todo o nimero real x:

xT

e® 1= exp(z).
E claro que as propriedades que vimos da exponencial implicam as propriedades bésicas:
el = 1, el =e
5Ty = % . Y.

Também podemos definir a poténcia a” para qualquer a > 0 e niimero real z, observando que

quando x = “* é um nimero racional temos:

a* = (eloga)ac — ezloga.
Como esta ultima expressao faz sentido para todo o ntimero real x, é natural definir:

Definicao 28.10. Para todo o nimero real z:

a® = ezloga.

Exercicio 28.11. Mostre que para qualquer a > 0 e ntimeros reais z e y:

=1, at=ua

a®tV =a" - a¥

(a®)¥ = a™.

)

A funcao inversa de a” é designada por log, y, e chama-se logaritmo na base a. E fécil de
ver que quando y é racional, esta definicao coincide com a definicao habitual. Tal como a” pode
ser expressa em termos de exp(z), também log, y pode ser expressa em termos de logy.

Exercicio 28.12. Mostre que para qualquer y > 0:

log y
loga’

log, y =

Exercicio 28.13. Calcule as derivadas das fungbes a” e log, z.

29. AuLA — 4 DE DEZEMBRO DE 2006

Aproximagao por Fungoes Polinomiais. Nas iltimas duas aulas vimos defini¢coes matematicas
precisas das fungoes trigonométricas, exponencial e logaritmo. No entanto, estas defini¢goes nao
nos permitem calcular senx, logz, expz, etc., de forma rapida e eficiente. Nesse sentido, estas
“fungoes elementares” nao sdo elementares de todo! Por outro lado, para uma funcao polinomial:

p(x) =ao+ a1z + -+ apa”,

é muito facil calcular o seu valor.
Estas observagoes sugerem uma questao natural: nao serd possivel aproximar uma dada fungao
f por um polinémio p de forma que possamos calcular f(x), de forma aproximada, calculando

p(x)?
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Polinémio de Taylor. Seja f : D — R uma funcao real que ¢é diferenciavel em = = a. Recorde-
mos que a recta tangente ao grafico de f em a é dada pelo grafico do polinémio do 1° grau:

pra(z) = f(a) + f(a)(z — a).
Podemos ver este polinémio py () do 1° grau como uma aproximagcao de 1* ordem & nossa funcao
f, em torno de z = a.
Suponhamos que, em vez de aproximar f(z) por um polinémio do 1° grau, querfamos aproximar
f(z) por um polinémio do 2° grau, em torno de x = a. Vamos escrever este polindmio na forma:

D2,0(x) = ag + a1 (x — a) + as(z — a)z.

O seu gréfico é a pardbola que melhor aproxima o grafico de f em torno de x = a, como sugerido
na seguinte figura:

sk PIQURA ¥k

Notem que se pg 4(z) é uma boa aproximacdo de f(x) em torno de a, entdo os valores py (z)
e de f(z) em a, bem como os das suas derivadas, deverao coincidir:

f(a) = p2,a(a) = ao,
f'(a) p2 ala) = a1,
f"(a) = py 4(a) = 2az.
Assim, concluimos que o polinémio pz ,(z) que melhor aproxima f(z) em 2% ordem em torno de
x = a devera ser dado por:

p2.a(x) = fla) + f'(a)(z — a) + f/;(a) (z — a)?.

E claro que nada nos impede de tentar aproximar f, em torno de a, por um polinémio de grau
n qualquer. Nesse caso, escrevendo o polinémio na forma:
Pna(2) =ao+ai(z—a)+ -+ an(z—a)",
e impondo que f(z) e ppo(z) tenham as mesmas derivadas até ordem n, obtemos:
f(a) = pn,a(a) = ag,
f'(a) = p, 4(a) = as,
f"(a) = pi; o(a) = 2as,

FP(a) = pifh(a) = klay,

7 (@) = pi1(@) = nlan.
Concluimos que se f é diferencidvel até ordem n, o polinémio p, () que melhor aproxima f(x)
até ordem n, em torno de x = a, deverd ser dado por:

" (n)
(38)  peal) = S0+ F@6 -0+ T @ T
Definigao 29.1. Seja f : D — R uma funcao com derivada de ordem n em a € D. Chama-se
polinémio de Taylor de grau n de f em a, ao polinémio de grau n dado por (38).

n

(x —a)

No caso das fungoes elementares este polinémio é muito simples de calcular.

Exemplo 29.2. Seja f(xz) = e*. Notem que, para qualquer natural k,

fP (@) =e®
Assim, temos que f("“)(O) = ¢e% =1, logo o polinémio de Taylor de e® de grau n, em z = 0, é:
2 3 4 n

€T xT €T x
pro(x) =1daw+ oo+ o0+t
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Exemplo 29.3. Seja f(x) = logz. Vamos calcular o polinémio de Taylor de grau n, em = = 1.
Um célculo simples fornece:

1

log(z) = —, log/(1) = 1;

1
logll(gj) = _ﬁ’ IOg/I(l) = —1;
2
log"(z) = —, log"(1) = 2;
L (k—1)! _

log® (z) = (—1)F 1 — ) : log®) (1) = (=) 1 (k — 1)L.

Logo o polinémio de Taylor de logx de grau n, em x = 1, é:

(l‘ — 1)2 (.13 — 1)3 (.23 — 1)4 n—1 (Z‘ — 1)n
_ e (=1 AaYA
2 + 3 4 oot (=D n
Exemplo 29.4. Seja f(x) = senz. Notem que:

Pro(@) = (x 1) -

sen’(z) = cos(x), sen”(z) = cos’(r) = —senw,
sen/ x = —sen’x = —cosz, sen””(r) = —cos’x = senz.

Tendo obtido sen z de novo, nao precisamos de calcular mais derivadas: as derivadas repetem-se
num ciclo de 4. Em particular, em z = 0 obtemos:

sen(0) = sen™® (0) = sen®(0) = --- = 0,
sen’(0) = sen® (0) = sen®(0) = - - - = cos(0) =1,
sen” (0) = sen'® (0) = sen*?(0) = --- = —sen(0) = 0,
sen” (0) = sen(”(0) = sen™(0) = --- = — cos(0) = —1.
Portanto, o polinémio de Taylor de senx, em x = 0, é:
R p2n+1
n = —_— R e _]_ 77’7.
Pantr0(@) =@ =g+ 5p = o o+ (S g
Exercicio 29.5. Mostrem que o polinémio de Taylor de cosx, em = = 0, é:
22 gt g0 220
wo@) =1— 42 Ty
Pan.o() SRR TR I M o1

O resultado seguinte torna precisa a ideia de que o polinémio de Taylor de grau n é uma boa
aproximagao da funcao até ordem n:

Teorema 29.6. Seja f: D — R uma fungio com derivada de ordem n em a € D e seja pp,q(x)
o seu polinomio de Taylor de grau n em a. Entdo:
lim f(:ZJ) — pn,a(z)
r—a (Qj — a)"

=0.

Demonstracao. Notem que se separarmos o termo de grau n no polinémio de Taylor, obtemos:

1) = pnal@) _ f@) = para(@) = 0@ = 0" (@) = purale)  f(0)

(x—a)» (x —a)” (x —a)” n!
Basta pois mostrar que:

lim f($) *pn—l,a(x) —_ f(n)(a’)
r—a (x — a)n n! '

Para isso, vamos aplicar a regra de 'Hopital: Seja h(z) := f(2) — pn—1,(x) 0 numerador e
g(z) := (z — a)™ o denominador. Deve ser claro que:

e hF)(x) é continua em a para 0 < k <n — 1;
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o ha) = h'(a) =---=h""N(a) =0, pois f(x) e pp—1,0(x) tém as mesmas derivadas em a
até ordem n — 1;
° g(k)(x) =nn—1)(n—2) - k(x — a)n—k.

Podemos pois aplicar a regra de 1"Hopital n — 1 vezes, obtendo:

o S@) = pera(@) ST @) @)
z—a (x —a)” z—a nl(z —a)

Observem que como py,—1,4(x) é um polinémio de grau n — 1, a sua derivada de ordem n — 1 é
constante. De facto, p("_l)(x) = f("=(a), logo:

n—1,a
_ (n=1)(g) — f(n=1)
@) —pera@) 1 O - f0 D ()
Tr—a (.13 — a)n ’I’L' Tr—a r—a
1
— —
= ™),
onde a tltima igualdade é simplesmente o facto de que £ (a) = (f*=1)Y(a). O

30. AuLA — 6 DE DEZEMBRO DE 2006

Ultima aula. Polinémio de Taylor de grau n de uma fungdo f : D — R diferencidvel em a € D
até ordem n:
f"(a)

Pn.a() = fa) + fl(a)(x — a) + —;
Vimos que este polinémio aproxima a fungao até ordem n:

lim f((E) — pn,a(x)
T—a (x — a)"

f"(a)

n!

(x—a)?+--+ (x —a)".

=0.

Extremos locais de ordem superior. Podemos utilizar o polinémio de Taylor para obter um
teste para extremos locais que aperfeigoa o teste que tinhamos estudado anteriormente:

Proposigao 30.1. Seja f : D — R uma fun¢do com derivada de ordem n em a € D e suponha-se
que:
flla)=f"(a)=---=f""D(a) =0, e f"(a) #0
Entao:
(i) Sen épar e f™(a) <0, entio f tem um mdzimo local em x = a;
(i) Sen € par e f™(a) >0, entdo f tem um minimo local em = = a;
(iti) Se n € impar entao f ndo tem nem um mdzimo local nem um minimo local em x = a.

Por outras palavras, o comportamento de f(z) em x = a é idéntico ao comportamento do
polinémio £ (a)(z — a)” em z = a:
fRkk FIGURA FFF*

Demonstracao. Como

") (g
Fa) = 1"(@) = = Fo @) = 0= pua(a) = fa) + LD —ay,

o Teorema 29.6 diz-nos que:

0= lim 2@ = Pral®) _ fl@) = fla)  f™(a)

z—a  (z—a)" z—a | (x—a) n!

Como f(")(a) # 0, concluimos que para z suficientemente perto de a:

f@) = f(a) 1)

tem o mesmo sinal que
(z —a)"

O resultado da proposicao é uma consequéncia imediata deste facto. O
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Exemplo 30.2. Consideremos a funcao f : R — R dada por:
f(z)=(x—1)3logz.

Em x =1 as derivadas desta funcao sao:

flx) = @—I—S(.ﬁ—l)Qlogl‘ (=0
) == 6 e - g 711 =0
_1)3 _1)2 _
() = o T mgl) oz le) +18% - L (1) =0
3 2
FD (@) = —6& ;41) Lo ;31) - 36— Ly % FO) =24

Concluimos que f possui um minimo local em =z = 1.

Nota 30.3. Este teste nao resolve completamente o problema de determinar os extremos locais,
mesmo de fungoes que possuam derivadas de todas as ordens. Por exemplo, a funcao:

@) = {e;?, sex #0

0, sex =0,

possui derivadas de todas as ordens. Em x = 0, temos que f(™ (0) = 0 para todo o n, logo o teste
nao nos permite concluir nada. Na realidade, em = = 0 a fungao possui um minimo pois f(z) > 0
se x # 0. Notem, ainda, que para esta fungéo o polinémio de Taylor (de qualquer grau) em z =0
é identicamente zero!

Resto e Teorema de Taylor. Seja f: D — R uma fungio e p, o(x) o seu polinémio de Taylor
de grau n. Definimos o resto de ordem n como sendo a fungao:

Rn,a(x) = f((E) - pn,U«(:E)'
O resultado seguinte fornece uma expressao para o resto, que facilita na determinacao de estima-

tivas para o seu valor.

Teorema 30.4 (Teorema de Taylor). Seja f : [b,c] — R uma fungdo tal que a sua derivada de
ordem n+ 1 existe e é uma fungao integrdvel. Seja a € [b,c]. Entdo:

f"(a) f"(a)

2! n!

f(ﬁc):f(a)+f/(a)(x—a)+ (m—a)2+...+

onde o resto € dado pela férmula:

(x —a)" + Ry o),

Ryalz) = /xf(n:;)(t)(x—t)" dt, V€ [b,d].

Demonstragdo. Para cada t € [b, ¢], temos que

1 (n)
1) = 10+ 7O -0+ T80 @ iz Ty R w) = pe) £ Bue).
Vamos assumir que z é fixo e que ¢ varia. Para isso é conveniente escrever S(t) := R, (), de
forma que:
" (n)
fl@)=f)+ ) (x—1t)+ /(0 (x—t)2+---+ S (x—t)"+5(t).

2!
Derivando ambos os lado em relagao a t, obtemos:

0= f/(t) + [f”(t)(.%‘—t) . fl(t)] n [f//l<t) (z —t)2 . f”(t)(x —t)] T

n!

2!
L[,

D=0 + 570
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Notem que todos os termos se cancelam dois a dois com excepcao dos seguintes dois termos:

f(n+1)(t)

n!

T T r(n+1)
S(m)—S(a):/ S'(t) dt:—/ %(x—t)” dt.

Como S(z) =0 e S(a) = Ry, o(x), obtemos:

(x—t)"+5'(t)=0

Segue-se que:

T o)

Rua(z) = S(a) — S(z) = / ety ar
O
Exemplo 30.5. A expansao de Taylor com resto do seno, em x = 0, é dada por:
$3 .735 .I‘7 m2n+1 x Sen(2n+2) (t)
o — r . r_r N U (x—t)H gt
sen = —gr 45— o oo+ U g /0 Gnry @Y

Atendendo a que
|sen®"+2)(¢)| < 1,Vt,
podemos estimar facilmente o resto:

T (o (2n+2)
/ sen (t) (l‘ _ t)2n+1 dt’ S 1
0

x

(x —t)* T+t dt‘

(2n + 1)! (2n + 1)!
_ 1 7(x7t)2n+2 t=x B |l,|2n+2
~ (2n+1)! 2n+2  |,_o| (@n+2)

Se, por exemplo, queremos calcular o valor de sen2 com um erro inferior a 0.0001 = 10~%, entdo
devemos escolher o natural n de forma que:

|2|2n+2 4
— < 107"
(2n +2)!
Experimentando n = 1,2, ..., vemos que n = 5 funciona. Assim,
23 25 27 29 211
sen2 ~2— —+ — — — + — — — ' =0,90929

3 5 79 11!
com um erro inferior a 0,0001.

O numero e é irracional. Uma outra aplicagao curiosa da formula do resto é a seguinte:
Teorema 30.6. O numero e € irracional.

Demonstrag¢io. Como (e”)’ = e® a expansdo de Taylor com resto da exponencial em z = 0 é:

3! 4! n! n!

Se t < x entao e < e%, logo podemos estimar o resto, para = > 0, da seguinte forma:

Tt x x z,.n+1
/ e—(x—t)"dtge—/(x—t)”dt cr
o n! n! Jo (n+1)!

2 3 4 n T Lt
X X X (&
P=ltat b g gt +—+/ (=)™ dt.
0

Como sabemos que e = e! < 3, conclufmos que:

1 1 1 1
e=1l+l+gt+g+tyt+ +t—+R
onde o resto satisfaz 0 < R < 3/(n + 1)..
Suponhamos entéo, por absurdo, que e era um nimero racional a/b e escolha-se um natural
n > b e maior do que 3. Entao, obtemos:
nla n!  nl

n!
— = |+ — — — |
5 n—|—n—|—2'—|— +4'+ —|—n!—|—n.R.
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Como todos os termos, com excepgao possivelmente de n! R, sdo niimeros naturais, concluimos que
n!R também tem de ser um nimero natural. Este niimero natural devera satisfazer a desigualdade:
n!3 3 3

0<nlR< = < - <1
e P TR R

Isto é uma contradigao, pois é claro que nao ha nenhum niimero natural entre 0 e 1. O

31. AuLa — 11 pE DEZEMBRO DE 2006

Sucessoes Reais. Uma sucessao real nao é mais do que uma sequéncia infinita de ntimeros reais,
como por exemplo

2, 21, 3001, 3, 2, 5, ...
Usa-se normalmente o conjunto N dos niimeros naturais para indexar os termos dessa sequéncia:
u(l) =2, u(2) = 21, u(3) = 3001, u(4) = 3, u(b) =2, u(6) =5, ...
Temos assim a seguinte:
Definicao 31.1. Uma sucessao real é uma fungao
u:N—R

Para cada n € N, designaremos u(n) por termo geral ou termo de ordem n da sucessao u,
representando-o normalmente por u,. Para o exemplo acima, escrevemos:

up = 2, ug =21, ug = 3001, ug =3, us =2, ug =95, ...

Usaremos qualquer dos simbolos u, (4 )nen ou (uy,) para representar uma mesma sucessao real.
Existem varias maneiras de explicitar exemplos particulares de sucessoes reais, como se ilustra
de seguida.

Exemplo 31.2. Uma sucessao real pode ser definida através de uma férmula explicita para o seu
termo geral. Por exemplo:

Uy =3 (3,3,3,...);
Up =2+ 3n (5,8,11,...);
Up =3 2" (6,12,24,...) .

H4 duas classes muito importantes de sucessoes reais, cuja definigao pode ser feita usando uma
férmula explicita para o seu termo geral.

Exemplo 31.3. Progressoes Aritméticas — sucessoes caracterizadas pelo facto de u,41 —u, =
constante, para todo o n € N. O seu termo geral é da forma

up =a+ (n—1)r,

onde a,r € R sdo respectivamente o primeiro termo e razao da progressdo aritmética (uy,)
(notem que a diferenga u,+1 — u, = r é de facto constante). A sucessao u, = 2 + 3n do Exem-
plo 31.2, é uma progressao aritmética, com primeiro termo a = 5 e razao r = 3.

Exemplo 31.4. Progressoes Geométricas — sucessoes caracterizadas pelo facto de w41 /u, =
constante, para todo o n € N. O seu termo geral é da forma

-1

Up =a- 7",

onde a,r € R sdo respectivamente o primeiro termo e razao da progressao geométrica (uy,)
(notem que o quociente w1 /u, = r é de facto constante). A sucessdo u,, = 3-2" do Exemplo 31.2,
é uma progressao geométrica, com primeiro termo a = 6 e razao r = 2.
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Exemplo 31.5. O termo geral de uma sucessao real pode também ser definido por recorréncia.
Um exemplo famoso é dado pela sucessao de Fibonacci:

U1 = Ug = 1 ,
Upi2 = Untl + Un, VN €N
cuja lista de termos é pois:

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,...)

Exercicio 31.6. Defina por recorréncia progressoes aritméticas e geométricas, com primeiro termo
a € Rerazaor € R.

Exemplo 31.7. Sucessoes reais podem também ser definidas por uma regra clara que permita
identificar, um a um, todos os seus termos. Um exemplo é a sucessao de todos os niimeros naturais
primos, i.e. a sucessdo (u,) cuja lista de termos é

(1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,...) .
Nao se conhece uma férmula em termos de funcoes elementares que forneca o termo geral desta

sucessao.

Limite de uma Sucessdo. Intuitivamente, dizemos que uma sucessao (u,) tem por limite o
nimero real a € R se eventualmente todos os termos da sucessdo (u,) se aproximam de a € R.
De uma forma matematicamente mais precisa, temos a seguinte

Defini¢ao 31.8. A sucessdo real (u,) diz-se convergente para o ntimero real a € R, ou que
possui limite a, se
Ve>03INeN: n>N=|u,—al<e).

Neste caso escrevemos:

lim v, =a ou limu, =a ouainda u, — a.
n—oo

A sucessao real (u,) diz-se convergente para +o0o (resp. —o0), ou que possui limite +oo (resp.
—00), se

1 1
Ve>0dNeN : (n>N:>un>g) (resp. n>N:>un<—g).
Nestes casos escrevemos:

lim u, = +oc0 ou limwu, = +oo ouainda wu, — F+oco.

n—oo

Exemplo 31.9. Vamos provar que u, = % — 0. Suponhamos dado um ¢ > 0 arbitrario. Existe
um natural N € N tal que 0 < % < e. E imediato verificar que

1
(n>N:>\ﬁ—0\<s),
provando-se assim que de facto

1
(39) lim — =0.

n—oo n

Nota 31.10. Observem que se pensarmos numa sucessdo (u,) como uma fungdo u : N — R|
entao a definicao de limite de sucessbes coincide precisamente com a nocao de limite de fungoes
que estudamos anteriormente, i.e., temos que

limu, = lif}rl u(n).
n—-—1+0oo

Proposicao 31.11. Se f: R — R € uma funcao e
lim f(z) =1€R,
r——+00
entdo a sucessao u, = f(n) € convergente e lim, o u, = 1.

Demonstracao. Exercicio. O
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Esta proposi¢ao reduz muitas vezes o calculo de limites de sucessoes ao calculo de limite de
funcoes.

Exemplo 31.12. Para mostrar que

observamos que

1 T
lim (1 + > = lim e®los(+1/z) — ¢l — ¢

r——+00 €T r——+00

pois

log(1+y) 0 rc 1/(1+y)

wll)r_{l xlog(l—l—l/x)—i_}oT 0 ;11% 1 1.

Exemplo 31.13. Seja 0 < a < 1. Para mostrar que

lim a" =0,
observamos que

lim o® = lim %1989 =,
r— 400 r— 400

pois loga < 0.
Exercicio 31.14. Completem este exemplo mostrando que:

nao existe, se a < —1,
. 0 se |a| <1
lim a" =<’ o ’
n—oo 1, sea=1,
400, sea>1.

A correspondéncia entre limites de sucessoes e limites de fungGes, leva a que muitas das pro-
priedades dos limites de fungoes se estendam imediatamente a propriedades de limites de sucessoes.
Por exemplo, o limite de uma sucessao quando existe é unico. Listamos de seguida outras pro-
priedades basicas, que vocés devem também verificar.

Teorema 31.15 (Limites e Propriedades Algébricas). Se u, — a, v, — b, w, — c com c#0 e
wn, #0,Vn €N, e se a € R é uma constante, entdo:

(i) (un £vy) — a£b (limite da soma = soma dos limites);

(ii) (up - vy) — a-b (limite do produto = produto dos limites);
(iii) (un/wyn) — a/c (limite do quociente = quociente dos limites);
(iv) (a-up) — a-a.

Exemplo 31.16. Usando as propriedades algébricas do limite, especificadas no Teorema 31.15:
3n+2 . n-3+2) . 3+

= ]l1m = lim
n+1 n-(1+4+) 1+

340
T 140

lim :37

3=(3 I

onde usdmos e o facto de que 1im% =0.

Teorema 31.17 (Limites e Relacdo de Ordem). Sejam (u,) e (vyn) duas sucessdes convergentes
tais que u, < v, para n > N, entao.

limu, <limuv, .
Exemplo 31.18. Para as sucessoes

u, :=sen(1/n) e v, :=sen(1/n) + 1/n?
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temos que u, < v,. Logo os seus limites, caso existam, satisfazem limu,, < limv,. Na verdade,
estas sucessoes convergem e podemos calcular facilmente estes limites:

. 1 - 1
limsen { — | =0, pois lim sen | — | =sen(0) =0,
n r——+00

T

. 1 1 . . 1 1
lim [sen <) + 2} =0, pois lim {sen () + 2] =sen(0) +0 = 0.
n n z—+00 x x
Notem que apesar de u,, < v, temos limu,, = limv,, = 0.

Teorema 31.19 (Principio do Encaixe ou da Sucessdo Enquadrada). Sejam (uy), (vn) e (wy)
sucessoes reais para as quais existe N € N tal que

n>N=u, <v, <w,.

Se (un) e (wy) sdo convergentes com limu, = a = limw,, entdo (v,) também € convergente e
limv,, = a.

Exemplo 31.20. Para determinar lim (771)”

, observemos que para qualquer n € N tem-se

lg(_l) Sl.
n n n

Como lim —% =0=Ilim %, concluimos pelo Principio do Encaixe que

(40) lim # =0.

32. AuLA — 13 DE DEZEMBRO DE 2006

Ultima Aula.

limu, =a <% Ve>03INeN : (n>N=|u,—al]<e).

Vimos que esta nogao de limite de uma sucessao (u,, ) corresponde ao limite da fungao v : N — R:

m u(n).

limu, = li
n—-+oo

Limites de sucessoes e de fungoes. O resultado seguinte estabelece a relagao precisa entre
limites de sucessoes e de fungoes:

Teorema 32.1. Seja f: D C R — R uma fungao. Entao, lim,_,, f(x) =1 sse lim f(u,) =1 para
qualquer sucessao real (u,) C D tal que u, — a.

Demonstragdo. Para mostrarmos (=), observamos que a sucessdo v, = f(u,) pode ser vista
como uma func¢ao composta v(n) = f(u(n)). Pelo resultado sobre limites de fung¢oes compostas
(Teorema 7.6), como lim,_, 4 u(n) = a e lim,_,, f(x) = I, obtemos:

lim f(u,)= lim f(u(n)) =1

n—oo n—-+4oo

Para mostrarmos (<), suponhamos por absurdo que lim,, ., f(u,) = I, para toda a sucessao
(zn) C D com u, — a, mas que [ ndo é o limite de f(z) quando  — a. Entao, existe um ¢ > 0
tal que para todo o § > 0 existe um z € D tal que:

O0<l|z—al<d e |f(z)=I>e.
Tomando § = %, obtemos para cada n € N um ntmero z,, tal que
1
0<|xn—a\<ﬁ e |f(xy) =1 >e

Notem que a primeira condigao garante que x,, — a e a segunda condigao garante que [ nao é
limite de f(z,), o que contradiz a nossa hipdtese. O
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Exemplo 32.2. Suponhamos que queriamos calcular o limite:
lim n(e% —1).

Podemos recorrer ao Teorema 32.1, observando que:

1
en — 1 .oet—1
f:hmizl.
pos z—0 x

limn(e% —1) =lim

Exemplo 32.3. Consideremos a fun¢ao f(z) = sen(1). Se tomarmos a sucessdo u, = 5— temos
que limu,, =0, e
lim f(u,) = limsen(27n) = lim0 = 0.

Por outro lado, para a sucessao v,, = também temos que limv,, = 0, mas

1
2nn+m/2
. . ™ _ T )
lim f(vy,) = limsen(27n + 5) = hmsen(g) =liml =1
Pelo Teorema 32.1, concluimos que lim, o f(z) néo existe.

Sucessoes Mondtonas e Limitadas. Os resultados que vimos anteriormente permitem calcular
os limites de muitas sucessoes a partir de manipulagdes no seu termo geral. No entanto, por vezes,
estamos interessados em saber se uma dada sucessao é ou nao convergente, sem entrar numa
andlise detalhada do seu termo geral. Vamos agora estudar critérios gerais que permitem decidir
se uma sucessao é convergente.

As seguintes defini¢oes sdo inteiramente andlogas ao que se passa com fungoes (recordem que
uma sucessao real u = (u,) ndo é mais que uma funcao u : N — R).

Definicao 32.4. Seja (u,) uma sucessao real. Entao:

(i) (uy) diz-se crescente (resp. estritamente crescente) se u, < u,y1 (resp. U, < Upi1)
para todo on € N.
(ii) (up) diz-se decrescente (resp. estritamente decrescente) se u, > un41 (resp. u, >
Up+1) para todo o n € N.
(iii) (uy) diz-se majorada se existir M € R tal que u, < M para todo on € N.
(iv) (uy) diz-se minorada se existir m € R tal que u,, > m para todo o n € N.

Uma sucessao diz-se mondétona (resp. estritamente mondétona) se for crescente ou decrescente
(resp. estritamente crescente ou decrescente). Uma sucessdo diz-se limitada se for majorada e
minorada.

Exercicio 32.5. Mostre que se uma sucessdo (u,) é convergente, entdo é limitada.

Notem que uma sucessio limitada pode ndo ser convergente: a sucessdo u, = (—1)" é clara-
mente limitada, mas nao é convergente. No entanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 32.6. Seja (u,) uma sucessao real.
(i) Se (uy) € crescente e majorada entdo € convergente e
limw,, =sup{u, : n € N}.
(ii) Se (uy) € decrescente e minorada entdo é convergente e
limw, = inf {u, : n € N}.
Em particular, toda a sucessdo mondtona e limitada é convergente.

Demonstragdo. Faremos o caso em que (uy,) é crescente e majorada (o caso em que (u,,) é decres-
cente e minorada é completamente andlogo).
Como a sucessdo (u,) é majorada, temos que existe

a=sup{u, : ne€N} eR.
Queremos portanto provar que

Up, —a < Ve>0INeN: (n>N=|u,—a|<e).



92 MIGUEL ABREU E RUI LOJA FERNANDES

Seja entao dado um ¢ > 0 arbitrario. Pela propriedade do supremo, existe algum wuy tal que
a—e<uy <a. Como (u,) é crescente, vemos que para todo o n > N:

uny <up<a >a—e<u, <a.
Temos entao que
U, — al < € para todo on > N,
como se pretendia mostrar. ]
Nota 32.7. Decidir se uma dada sucessao mondtona é ou nao limitada pode ser um problema
dificil. Por exemplo, tentem decidir se a seguinte sucessao crescente é ou nao majorada:

TR RRE S SIS (AR PR U BV UL P
Ty Tty T e 3Ty T2 T3 sy

Veremos qual é a resposta numa das préximas aulas.

Séries Numéricas. O tema que agora vamos iniciar é motivado pelo seguinte problema: dada
uma sucessao real (ug), determinar quando é que é possivel atribuir significado preciso & soma de
todos os elementos da sucessao (uy):

u1+uQ+u3+...

Nao definimos ainda uma soma com um numero infinito de parcelas. Podemos no entanto definir
as somas parciais:

S§1 = Uy,
S2 = uy + ug,

S3 = uy + u2 + us,

Sp=Ul + U2+ U3+ F Uy

e definir a soma de todos os termos da sucessdo como o lims,. E claro que este limite pode ou
nao existir.

Definicao 32.8. Uma sucessao (uy) diz-se somavel se a sucessdo (sy) das somas parciais:
n
Spi=ULF Uy = E Uk,
k=1
¢é convergente com limite finito. Usaremos a notagao

oo
Zukzu1+u2+U3+~~+un+~~
k=1

a que chamamos série. Quando a sucessdo (uy) é soméavel dizemos que a série é convergente e
que a sua soma ¢ lim s,,. Caso contrario dizemos que a série é divergente.

33. AuLA — 15 DE DEZEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Diz-se que uma série > -, uj converge se a sucessio das suas somas parciais
n o . . ~ so. . s, 0o .
Sp = »_._q Ui converge com limite finito. Caso contrario diz-se que a série ) .~ , u;, diverge.



AULAS TEORICAS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 1 93

Exemplos de Séries.

Exemplo 33.1. Consideremos a série:

1 1 1 1 =1
1 — — —_ - e — _—
totitst T g%%

Sera que esta série diverge ou converge? Para isso consideramos a sucessao das somas parciais:

50:1,
1 3

:1 —_ = —
si=l+5 =5

Ll 1T
REITLTL T

Ll i1
BEATHTYTRT R

1+1+1+ +1 2ntl — 1
S, = —_ —_ - _—= —
" 2 4 2n 2n
Podem verificar esta tltima férmula por indugao. Como temos:
ntl 1
lims, =lim ——— = lim (2 — ) =2
2n 2n
concluimos que a série é convergente e a sua soma ¢ igual a 2.

Exemplo 33.2. Consideremos a série:

[ee}

I=141-141—=1+4-- =) (1)
k=1

Esta série diverge, pois a sucessao das somas parciais é dada por:
S1 = 17
s =1—-1=0,
s3=1—-14+1=1,
s4=1—-141-1=0,

que é uma sucessao divergente.

Exemplo 33.3 (Séries Geométricas). Suponhamos que (uy) é uma progressdo geométrica com
primeiro termo igual a 1 e razdo r € R, i.e., up :=r*, (k € Ny). A série correspondente é:

o0
1+r+r2+r3+~~~:2rk.
k=0

Séries deste tipo sao designadas por séries geométricas. A sucessdao das somas parciais é dada
por (vejam o Exemplo 4.1):

n n 17 n+1
sn=Zuk:Zrk:%, VneNgereR\{1}.
k=0 k=0

Logo, se |r| < 1 temos que

1 — gt 1
lim s, = lim = .
n—oo n—oo 1—7r 1—7r
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Portanto a série é convergente quando |r| < 1, e a sua soma é:
- 1

41 b~ <1).

(41) Sort= e (<)
k=0

O Exemplo 33.1 corresponde ao caso r = 1/2.

Nota 33.4. Notem que se |r| < 1 também temos:

o0 o0 o0 o0
(42) ZTIC:ZT'T’C71:TZT]€71:TZT]€: L
k=1 k=1 k=0 L=r

k=1

Operacgoes algébricas sobre séries. E um exercicio muito simples mostrar, a partir da definicgo,
as seguintes operacoes algébricas sobre séries convergentes:

Proposicao 33.5. Sejam Zio:1 ai e Z:i1 by séries convergentes e ¢ € R. FEntao, as séries
Yoo (ak + by) e >-po (ca) também sio convergentes e

(ar, + b)) = Zak + Zbkv
k=1 k=1 k=1

Z(aak) :c~2ak.
= k=1

k=1

o0

Exemplo 33.6. Consideremos a série:

i 2

-1
n=1 3"
Tendo em conta que

o0 (o) o0

Z 2 2-3 6 ( 1 ) "

n—1 ETR E : By ’
n=1 3 n=1 3 n=1 3

vemos que a série é geométrica com razao r = 1/3. Concluimos assim que se trata de uma série

convergente, pois |[r| = 1/3 < 1, e podemos usar a férmula (42) para calcular a sua soma:

00 2 é
Z3n—1:6.1_1 =6-
n=1

Condicao necessaria para convergéncia. Em geral, dada uma série, ¢é dificil calcular a sucessao
da somas parciais e verificar se converge ou nao. Precisamos pois de testes que permitam decidir
facilmente se uma série converge ou diverge.

W[l
|
=
I
|
w

Teorema 33.7 (Condigao necessédria para convergéncia).

oo
g up, convergente = lim wu, =0.
st n—oo

Demonstracao. Sendo a série convergente, sabemos entao que a sucessao de somas parciais
n
Sp = Z Uk
k=1

é convergente com limite finito: lims,, =1 € R. Temos entao que

0=1l—-1= lim s, — lim s,_1

n—oo n—oo
n n—1
= lim (s, — $p—1) = lim g Up — g up | = lim wu, .
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Nota 33.8. A implicacdo contriria a especificada no Teorema 33.7 ndo é verdadeira. Por exemplo
a sucessao U, = % converge para 0, mas a série correspondente é a chamada série harménica
> & 1/k que, como veremos na préxima aula, é divergente.

Nota 33.9. O Teorema 33.7 pode ser usado como critério de divergéncia para séries numéricas,
pois o seu resultado é logicamente equivalente ao seguinte:

Uy - 0 = E uy, divergente.
k
Por exemplo, no caso das séries geométricas, tendo em conta que

r"™ - 0 quando |r| > 1

e que séries geométricas sdo convergente quando |r| < 1, permite-nos concluir que

0 convergente, se |r| < 1;
(43) dorkoe
k=1 divergente,  se |r| > 1.

Séries de Termos Nao-Negativos. Séries de termos nao-negativos (STNN) s@o séries da forma

o0

Zak, com ar >0, VkeN.

k=1
Proposigao 33.10. Uma STNN ), a) € convergente se e s6 se a sua sucessao de somas parciais
(sn) for majorada.

Demonstracao. Por definigao, a série é convergente se e sé se a sucessao das somas parciais s, =
> r_, ax for convergente. Como

Sn41 — Sp = py1 >0,
vemos que a sucessao (s,) ¢ mondtona crescente. Logo, segue dos Teoremas 32.5 e 32.6 que (sy,)
é convergente se e s6 se for majorada. O

Este resultado nao é muito 1til na pratica, pois pode ser dificil verificar se a sucessao de somas
parciais é ou nao majorada. Vejam o exemplo da Nota 32.7, que nao é mais do que a sucessao de
somas parciais da série harmoénica ), 1/k referida na Nota 33.8.

Teorema 33.11 (Critério Geral de Comparacao para STNN). Sejam (ay) e (by) duas sucessoes
reais tais que

0<ap<b,, VkeN.
Entao:

o0 oo
E by converge = E ag converge;

k=1 k=1
o0 o0
Z ay diverge = Z by diverge.
k=1 k=1

Demonstragao. Sejam (s,) e (t,) as sucessoes de somas parciais das séries dadas, i.e.

n n
Sp = E ar e t,= E b .
k=1 k=1

Temos naturalmente que
0<ap,<b,,VkEeN = 0<s,<t,, VneN.

Usando a Proposigao 33.10, podemos entao concluir que:

e >, by converge = () majorada = (s,) majorada = ), aj converge.
e >, aj diverge = (s,) ndo-majorada = (t,) ndo-majorada = ), by diverge.
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Nota 33.12. Nas condigoes do Teorema 33.11, ou seja assumindo que 0 < ag < by para todo o
k € N, as implicacoes contrarias as especificadas nao sdo verdadeiras, i.e.

o0 o0
E ap converge =+ g by, converge

k=1 k=1
e
o0 o]
Z by diverge =+ Z ay, diverge.
k=1 k=1

Exemplo 33.13. O critério de comparacao para STNN permite, por vezes, mostrar a convergéncia
de uma série cujo termo geral é muito complicado, como no seguinte exemplo:

1 +sen’(n+1)
Z 3n—1 +n2 :
n=1

Como temos:
O<1+sen3(n—|—1) 2
— 3n—1 + n2 — 3n—17
e ja sabemos que Y 7, 3"%1 converge (vejam o Exemplo 33.6), concluimos que a série original
converge. Pensem no que é que podemos dizer sobre a soma desta série.

34. AuLA — 18 DE DEZEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Vimos o Critério Geral de Comparacao para Séries de Termos Nao-Negativos
(STNN) - Teorema 33.11: se 0 < ay, < b, Vk € N entao:

e >, by convergente = ), aj convergente.

e >, aj divergente = ), by, divergente.

Séries de Termos Nao-Negativos (cont.)

Teorema 34.1 (Outro Critério de Comparagao para STNN). Sejam (a,) e (b,) duas sucessies
reais de termos positivos, tais que

limZ—":L com 0 < L < 400.

n

Entao, as séries Yy - an €y o b, sdo da mesma natureza, i.e., ou ambas convergem ou ambas
divergem.

Demonstracdo. A hipétese
limZ—":LcomO<L<—|—oo7

n

garante que existe N € N tal que

n>N = §<Z—"<2L = §~bn<an<2L~bn-

n

Basta agora aplicar o Critério Geral de Comparacao do Teorema 33.11 a estas desigualdades. O
Exercicio 34.2. O que é que se pode dizer quando L =0 ou L = +00?

Exemplo 34.3. Queremos determinar a natureza da série

1
Z 3n —9n '
Tendo em conta a ordem de grandeza do termo geral desta série, é natural compara-la com a série
geométrica Y 1/3". De facto, como
1 n
= . 3n=2n ) 2
lim 31 :hmgnzl—hm<3> =1-0=1 e 0<1<+0,

3n_on

sabemos pelo Teorema 34.1 que as séries s3o da mesma natureza. Como a série geométrica » 3%

de razao r = 1/3 < 1 converge, (Exemplo 33.3), concluimos que a série Y ﬁ também converge.
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Teorema 34.4 (Critério da Razao para STNN). Seja ), a, uma série numérica, com a, >0 e
tal que

. OGpy1 =
lim 2t — e R.
Ap,

FEntao:
(a) ser <1 a série ), a, converge.
(b) ser >1 a série )y a, diverge.
Demonstracdo. Suponhamos que r < 1. Se escolhermos r < s < 1, existe um N € N tal que:

Ap+1
Qn

<s, Vn>N.

Logo:
2 k
aN+k < SaN+k-1 S STaNtk—2 < --- < sTap.

Como s < 1 a série geométrica Y - ans® = ay > p s* converge. Pelo Critério Geral de Com-

paracao para STNN, concluimos que a série Z;o ar também converge.
Suponhamos agora que r > 1. Neste caso, se escolhermos 1 < s < r, existe um N € N tal que:

An+41
L>s, Vn > N.
an

Isto mostra que:
2 k
ANtk = SANtk—1 = S AN4k—2 = --- > S aNy > an,

donde limay, # 0 e a série Y aj, diverge. O

Exemplo 34.5. Seja r > 0 e suponha-se que queremos determinar a natureza da série

i rn
—.
n=1 n:
Fazendo a, = r"/n!, temos entao que
a = r
. 1 . !
lim —+ zhm(n:;) = =0<1.

Concluimos pelo Critério da Razao (Teorema 34.4) que a série dada é convergente.

Nota 34.6. O critério da razao nada diz quando r = 1. Por exemplo, para a série harmonica
PO frie Y200 Lt b I il ] C d
ne1 3 ©para a série ) ", — temos, em ambos 0s casos, lim, o = 1. Como veremos de

. ;. , . . - 0o 1
seguida, a série harménica diverge enquanto que a série ) |, —5 converge.

Teorema 34.7 (Critério Integral para STNN). Seja f : [1,00[— R uma fungdo positiva decres-
cente. Entao a série Y -, f(n) converge se e s6 se existe e € finito o limite:

/100f(a:) dr = lim /1bf(x) da.

b——+o0

~ . . s . oo s b . ,
Demonstragio. Primeiro observamos que o limite [ f(x) do = limy_ 4o [} f(z) do existe e é
finito se, e s0 se, a série

/12f(:z:) da:Jr/:f(x) d:z:+/34f(x) de 4 -

converge. Deixamos como exercicio simples verificar que, como f é positiva e decrescente, temos:
n+1

far 1)< [ f@) do < f(n)

n

O resultado segue-se do Critério Geral de Comparacao para STNN. O



98 MIGUEL ABREU E RUI LOJA FERNANDES

Exemplo 34.8 (Séries de Dirichlet). Pretendemos estudar a convergéncia das chamadas séries

de Dirichlet, i.e séries da forma
o0

1
Z s comp € R,.
n=1
Pelo Critério Integral para STNN a convergéncia desta série é equivalente a existéncia finita do
integral:

Observando que:

b %1(1—%), sep#1, b +oo, sel0<p<l,
1 P ) 1

— dx = = lim — dz =

1 xP b—+o0 1 xP 1

log b, sep=1, 1 sep>1,

vemos que o integral existe e é finito se, e s6 se, p > 1. Portanto, a série de Dirichlet

o] 1 )
(44) > — ¢
n=1

Considerando o caso particular p = 1, obtemos finalmente que de facto

divergente, se(0<p<1;

convergente, se p > 1.

o0
a série harmoénica E — é divergente.
n
n=1
Séries de Dirichlet sdo bastante tteis para determinar por comparagdo a natureza de muitas
outras STNN.

Exemplo 34.9. Queremos determinar a natureza da série

> ——
Vn(n+1)

Tendo em conta a ordem de grandeza do termo geral desta série, é natural compara-la com a série
harménica > 1/n. De facto, como
1
n
-1
v/ n(n+1)
sabemos pelo Teorema 34.1 que as séries sdo da mesma natureza. Como a série harmoénica ). +

diverge, podemos concluir que a série Y ——— também diverge.
v/ n(n+1)

2
:limﬂzl e 0<1<+o00,
n

lim

35. AuLA — 20 DE DEZEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Estuddmos as séries de termos néo-negativos (STNN), i.e., as séries > a,, onde
an > 0. Vamos agora estudar séries em que o termo geral a,, pode assumir valores positivos e/ou
negativos.

Convergéncia Simples e Absoluta. Se >~ a,, é uma série em que a,, assume valores posi-
tivos e negativos, entdo podemos considerar a série dos médulos Y7 | |a,|, que é uma STNN. O
resultado seguinte mostra que este procedimento é ttil:

Teorema 35.1. Se ) |a,| converge, entdo ), ay, também converge e

00 e}
D_an| <D lanl.
n=1 n=1
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Demonstragao. Para a demonstracao, introduzimos a seguinte notagao. Se a € R é um ntmero
real, entao

at =max{a,0} = parte positiva de a;

a” = —min{a,0} = parte negativa de a.
E imediato verificar que

Em particular, temos a desigualdade:
0<a",a” <|al.

Esta desigualdade, aplicada & sucessdo (a,), em conjunto com o critério geral de comparagao,
mostra que se . |an| é convergente entdo > a} e > a; também sdo séries convergentes.

Como
_ + -\ _ + -
D=2 (a7 —ag) =) af =) ay,
n n n n

podemos concluir que ), a, converge.
Relativamente a sua soma, temos que

dan| = || 2al |~ {2
n n n

< Zbi + Zbﬁ (pela desig. triangular)
n n

=> (0 +by) =D |bal, (porque b, b, > 0).
n n

Exemplo 35.2. Consideremos a série:
o~ (D"
>
n=1

A série de médulos correspondente é a série de Dirichlet » 02 # que converge. Pelo Teorema
35.1, concluimos que a série original converge.

Definicao 35.3. Uma série ) b, diz-se
(i) absolutamente convergente se a correspondente série de médulos ) |b,| é conver-
gente.

(ii) simplesmente convergente se é convergente, mas a correspondente série de médulos
>, [bn] é divergente.

O Teorema 35.1 mostra que uma série absolutamente convergente é convergente. O reciproco
nao é verdadeiro. Para construirmos um exemplo vamos recorrer ao seguinte critério de con-
vergéncia para séries alternadas, i.e., séries em que termos consecutivos trocam de sinal.

Teorema 35.4 (Critério de Leibniz). Suponha-se que:
ay > ax > ag > - >0,
e que:
lima, =0

(de forma abreviada, escrevemos a, \,0). Entdo a série alternada
(oo}
Z(_l)nﬂan =ay—az+az— a4+ ---
n=1

converge.
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Demonstra¢ao. Vejam no Spivak. O

Exemplo 35.5. Como
1
ap = — \ Oa
n

concluimos pelo Critério de Leibniz que a série harmoénica alternada

i(—nnﬂ . 1+1 1+
n 2 3 4
n=1
é convergente. A série dos mddulos correspondente é a série harménica que diverge. Portanto, a

série harmoénica alternada é simplesmente convergente.

Os seguintes dois resultados ilustram bem a diferenca entre o comportamento das séries abso-
lutamente convergentes e o das séries simplesmente convergentes.

Teorema 35.6. Qualquer série obtida por reordenac¢ao dos termos de uma série absolutamente
convergente € também absolutamente convergente, com soma igual a soma da série original.

Teorema 35.7. (Riemann) Sejam " b, uma série simplesmente convergente e 3 € R arbitrdrio.
Entao, existem séries obtidas por reordenagdo de ), b, com soma igual a (3.

Podem encontrar as demonstracoes destes resultado no Spivak.
Séries de poténcias.

Definigao 35.8. Chama-se série de poténcias centrada em a € R a série
(45) Zan<x—a)"=a0+a1(l‘—a)+a2(x—a)2+-~- )
n=0

O seu dominio de convergéncia é o conjunto

D= {x eR: Z an(z —a)" é convergente} .

n=0

Exemplo 35.9. Consideremos a série de poténcias

(o}

Z;ﬂ (x—1)".

n=0
Esta série é de facto uma série geométrica de razao r = (xz — 1)/2. Sabemos entdo que a série é
absolutamente convergente quando:

€T —

<le|lr-1<2eze]-1,3],

e também que a série é divergente quando:

rz—1

>lejz—1>2eze]-o00,—1]U[3,+00[ .

Assim, neste exemplo, o dominio de convergéncia é: D =]—1, 3.
Teorema 35.10. Dada uma série de poténcias Y. a,(x —a)", existe um nimero 0 < R € R,
designado por raio de convergéncia, tal que:
(i) a série € absolutamente convergente quando |z — a| < R, i.e., para © € |a — R,a + R|[;
(ii) a série € divergente quando |x — a| > R, i.e., para x € |—00,a — R[U]a + R, +o0[;
(iil) a série pode convergir ou divergir quando t =a+ R e x =a — R.
O raio de convergéncia € dado por

Qn

(46) R =1lim

b

Ap+1

desde que este limite exista em R.
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Nota 35.11. Este resultado diz-nos que o dominio de convergéncia de uma série de poténcias
>, an(z —a)™ é sempre um intervalo centrado em a, também designado por intervalo de con-
vergéncia, da forma

Jla—R,a+R] ou [a—R,a+R] ou Ja—R,a+R] ou [a—R,a+R].

Quando R = 0 o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = {a}, como acontece no
Exemplo 35.13. Quando R = 400 o dominio de convergéncia da série de poténcias é D = R, como
acontece no Exemplo 35.14. No Exemplo 35.9 o raio de convergéncia é R = 2 e o dominio de
convergéncia é da forma D =]a — R,a + R|.

A demonstragdo do Teorema 35.10 serd feita com base no seguinte lema.

Lema 35.12. Suponhamos que existe um niumero real 0 # y € R tal que a série ), a, y" €
convergente. Entdo, a série de poténcias ), an x™ € absolutamente convergente para qualquer
x €R com |z| < |yl

Demonstracao do Lema 35.12. O Teorema 33.7 diz-nos que

Zan y" convergente = lim a, y" =0,
n—oo
n
pelo que existe N € N tal que
n>N=|a, y"| <1.

Logo, para n > N temos que

z|" |x|”
n n
|an$:|any|" <|=
Y Y
Assumindo que |z| < |y|, temos que a série geométrica de razdo r = |z/y| < 1 é convergente.
Podemos entao concluir, pelo critério de comparagao, que a série ) |a, x™| é convergente, i.e., a
série de poténcias ) a, 2™ é absolutamente convergente. O

Demonstragao do Teorema 35.10. Substituindo (z — a) por z, podemos assumir que a = 0. Con-
sideremos entao o conjunto A C R definido por

A= {7’ ERT : r=|z|e Zan " é convergente} .

n
Tem-se imediatamente que:

e se A =0 entao R = 0 satisfaz as condigoes especificadas no enunciado do teorema;
e se A nao é majorado entao o Lema 35.12 garante que R = —+oo satisfaz as condigoes
especificadas no enunciado do teorema.

Suponhamos agora que A é ndo-vazio e majorado, e seja R = sup A € R. Entéao:

R > 0 porque R > r > 0 para qualquer r € A;

se |z| > R entdo a série ), a, 2" diverge, porque neste caso r = |z| ¢ A;

se |z| < R entdo a série ), a, x™ converge absolutamente, porque neste caso existe r € A
com |z| < r < R e podemos entao usar o Lema 35.12.

o Exemplo 36.1 abaixo, mostra que a série pode ser tanto convergente como divergente
quando |z| = R.

Isto mostra que R € R satisfaz as condigoes especificadas no enunciado do teorema.
Finalmente, suponhamos que o limite (46) existe. Vamos aplicar o critério da razdo a STNN
Yonbn =2, |lan 2"|. Para isso, calculamos

. Gn41
r = lim —ntl

bn+1 _ 1 |an+1 xn+1| — h |an+1| “/I"l — |$|hm
n |an 2" |an|

n

e temos que:
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(i) A série ), |a, 2"| converge se r < 1, i.e., se:

jz/lim | 2 <1 & o] < lim |[—2 |
n an+1
(i) A série > |a, 2| diverge se r > 1, i.e., se:
z/lim |2 > 1 & |z| > lim |—2|;
n Ap+1
Concluimos que o raio de convergéncia da série ) a, ™ é dado por (46). t

Por simplicidade, vamos concentrar-nos sobretudo em séries de poténcias centradas em 0:

oo
E apz”.
n=0

Exemplo 35.13. Consideremos a série de poténcias

o0
g n! 2" .
n=0

Podemos calcular o seu raio de convergéncia pela férmula (46):
n! . 1
= lim =
(n+1)! n+1

Assim, neste exemplo, o dominio de convergéncia é apenas o ponto onde a série esté centrada, i.e.
D = {0}.

R =lim 0.

= lim

Ap+1

Exemplo 35.14. Consideremos a série de poténcias
o0
>
n! '
n=0

Calculando o seu raio de convergéncia pela férmula (46):

1/n!
=lim ——— =lim(n+ 1) = 400,
1/(n+1)! ( )
concluimos que esta série de poténcias é absolutamente convergente para qualquer x € R. Este é
assim um exemplo em que o dominio de convergéncia é D = R.

R =lim

an+1

36. AuLA — 22 DE DEZEMBRO DE 2006

Ultima Aula. Teorema 35.10 relativo a séries de poténcias > an(z —a)™: existe um nimero
0 < R € R, designado por raio de convergéncia e dado por (46), tal que:

(i) a série é absolutamente convergente quando |z — a| < R, i.e., para x € |a — R,a + R];
(ii) a série é divergente quando |z — a| > R, i.e., para z € |—00,a — R[U]a + R, +o0];
(iii) a série pode convergir ou divergir quando x =a+ Re z=a— R.

Séries de poténcias (cont.)

Exemplo 36.1. Pretende-se determinar o conjunto dos pontos z € R onde a série de poténcias
(x4 3)" 1
= . 3\n
; (n+1)2n ; e @3

é absolutamente convergente, simplesmente convergente e divergente.

Trata-se de uma série de poténcias centrada em z = —3 com coeficientes a,, = m Podemos
calcular o seu raio de convergéncia pela férmula (46):
1 2)2n+l 2
R = lim — lim A2 2,
A1 (n+1)2n 1 n+1
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Temos entao que a série de poténcias é absolutamente convergente para
[z+3|<2e 2<z+3<2e S<a<-1lexel-5-1],

e é divergente para
|t 43| >2 e xe]-00,—5[U]-1,+00[ .
Falta ver o que se passa quando x = —5 e x = —1. Quando z = —5 temos que

(z+3)" N (5" (=2 DT
(Zn: (n+1)2">x_5 _zn: (n+1)2n _Zn: (n+1)2n _Zn: n+1"

Trata-se de uma série alternada com a,, = —— \, 0, pelo que o Critério de Leibniz (Teorema 35.4
n+1 ’
garante a sua convergéncia. A correspondente série de médulos

=n"| 1
Z _Zn—i—l

é claramente da mesma natureza que a série harménica ) 1/n, logo divergente. Concluimos
assim que a série de poténcias é simplesmente convergente para r = —5.
Quando x = —1 temos que

(z +3)" (=143 2" 1
(zn:(n—i—l)%)z__l_zn:(n—l—l)?"_zn:(n—i—l)?”_zn—l—l’

n

que, como ja vimos, é uma série divergente. Logo, a série de poténcias é divergente para r = —1.
Resumindo: o dominio de convergéncia é D = [—5,—1], a série converge absolutamente em
] — 5, —1] e converge simplesmente em = = —5.

Séries de Taylor. Assim como uma série de poténcias é o limite quando n — oo de polinémios
de grau n, uma série de Taylor é o limite quando n — oo de polinémios de Taylor de grau n (cf.
Definigao 29.1 e exemplos seguintes).

Definicao 36.2. Seja f : D — R uma fungao com derivada de qualquer ordem n em a € D.
Chama-se série de Taylor de f em a a série de poténcias:

Tendo em conta que, & medida que aumenta o grau do polinémio de Taylor de uma funcao
num ponto a, melhor é a aproximacao que esse polinémio faz da funcao numa vizinhanga de a, é
natural fazermos a seguinte pergunta: quando é que a série de Taylor de uma func¢ao num ponto a
é igual a propria fun¢do numa vizinhanga de a? O Teorema de Taylor (Teorema 30.4) diz-nos que

" () ianll)

F@) =3 @ - ) 4 Rua(e) com Rn,a(x):/ Wy ar,
2R .l

Isto é o mesmo que dizer que:

@ f(nt1) " k) (g > £k (g
lim/a fT(t)(x—t)"dt:Oéf(m):lim ka( )(x—a)kzzf !( )(x—a)k.

k=1 k=1

E facil verificar a condigdo anterior para as fungoes exponencial, seno e coseno, no ponto a =0
e qualquer z € R. Temos assim que:

& 22 3 gt
e :2:05:1+x+§+§+1+m (z eR);
n=
[>'s) . $2n+1 56'3 56'5 377
SeanZ(—l)m:iﬂ—g"‘ﬁ_ﬁ‘F“' (z € R);
n=0
e} nxgn 372 1'4 l‘6
cosx:Z(—l) (Qn)': _§+E a-*- (z €R)
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A férmula da soma de uma série geométrica (41), diz-nos que

1 —
11—z

Zx"=1+x+x2+x3+--~ (lz] < 1).

n=0

(47)

Os exemplos seguintes mostram como se pode usar esta série de Taylor (verifiquem que se trata de
facto da série de Taylor da funcdo 1/(1 — x)) para obter as séries de Taylor das fungoes log(1 + x)
e arctan z, no ponto a = 0.

Exemplo 36.3. Recorrendo a série de Taylor (47), temos que:

1 1 >
48 = =1- 2_ .3 . — —1)" g™
(48) Itz 1- (-2 Tt RE:O:( ) a”,
desde que | — x| < 1, ou seja = €] — 1,1[. De facto, R = 1 é o raio de convergéncia desta série

N . . . ~ 1 2 4
de poténcias (verifiquem!). Concluimos pois que a fungao 11— ¢é representada por uma série de
poténcias para |z| < 1.

Primitivando a série (48), obtemos a série:

2 3 4 i n
x x x B =n™ 1
Tty gt E g = @),
n=0
que também tem raio de convergéncia R = 1 (verifiquem!). Assim, obtemos uma fungao f(x),
definida e diferencidvel para |z| < 1, cuja derivada é 1-%3: Como a funcao log(1 + z) também tem
derivada l—s%x’ concluimos que:
2 3 4
v
log(1+a:):C’+x—?+?—Z+--~ (Jz| < 1),

onde C' € R é uma constante. Para determinar C, calculamos ambos os lados em x = 0 obtendo:
log(1)=C+0 = C=0.

Concluimos que a fungéo log(1 + z)z admite uma expansao em série de poténcias, vélida para
|z| < 1, dada por:

22 23 2t = (=1
(49) log(l—i—x):x—?—&-?—Z—i—-“:Z%x”H (Jz] < 1).
n=0

Esta é a expansdo em série de Taylor da fungao log(1l 4+ =) em torno de a = 0, como também
podem verificar directamente calculando as derivadas de log(1 + z) em x = 0.

Exemplo 36.4. Recorrendo & série de Taylor (47), temos que:

1 1 - n n
(50) 1+$2:1_(_962):17x2+x47x6+...:2(71) 22
n=0

desde que 22 < 1, ou seja x €] — 1,1[. De facto, R = 1 é o raio de convergéncia desta série
de poténcias (verifiquem!). Concluimos pois que a fungao ﬁ é representada por uma série de
poténcias para |z| < 1.

Primitivando a série (50), obtemos a série:

I L o (D" oni
xngrg*?Jr"'mef =: f(z),

n=0

que também tem raio de convergéncia R = 1 (verifiquem!). Assim, obtemos uma fungao f(x),

definida e diferencidvel para |z| < 1, cuja derivada é # Como a funcdo arctan x também tem
1

+
derivada 722 concluimos que:

xS IS .’,U7
‘t :O — — _ = — e 1
arctan T +z 3 + 3 - + (lz] < 1),
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onde C' € R é uma constante. Para determinar C, calculamos ambos os lados em x = 0 obtendo:
arctan0=C+0 = C=0.

Concluimos que a fun¢ao arctan z admite uma expansao em série de poténcias, valida para |z| < 1,
dada por:

3 5 7 o0 n
x x x (=)™ 5.1
51 arctanr =r— —+ — — — +--- = L g2t | <1).
o R T
Esta é a expansao em série de Taylor da fungao arctan z em torno de z = 0. Notem que o célculo
directo da série de Taylor, através do cdlculo das derivadas de arctan z em = = 0, é bastante mais

trabalhoso (experimentem!).

Uma funcdo que pode ser representada por uma série de poténcias chama-se uma fungao
analitica. O estudo das fungoes analiticas é uma parte da Andlise Complexa, que vocés estudarao
na cadeira de ANALISE COMPLEXA E EQUACOES DIFERENCIAIS. Esse estudo explicard, por
exemplo, porque é que o raio de convergéncia da série de Taylor (50) é R = 1, algo que ndo é 6bvio
olhando para a expressao da fungao que representa (que é uma funcao racional definida em todo
o R).

SECGAO DE ALGEBRA E ANALISE, DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, INSTITUTO SUPERIOR TECNICO
E-mail address: mabreu@math.ist.utl.pt, rfern@math.ist.utl.pt
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