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32 FICHA DE EXERCICIOS

I. Continuidade de Funcoes.
1) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

ktes x>0
fx) =
r(2—x) ,x<0.
onde k£ € R ¢ uma constante.
(a) Calcule lim, ;o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique

justificando o contradominio de F'.
2) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

zsen + , >0

fx) =
(k—z)2+2z) , x<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, ;o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
3) Considere a funcao f: R\ {0} — R definida por

xcos% , x>0

fz) =
(x+k)(24+2z) ,x<0.

onde k£ € R ¢ uma constante.
(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
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4) Considere a fungao f: R\ {1} — R definida por

log(2+%) |, z>1
f(z) =

2

1—x , r<1.

onde k£ € R ¢ uma constante.
(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto 1.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
5) Considere a funcdo f: R\ {0} — R definida por

sen?(x)
fz) = ’
k(z+1)? , x<0.

, x>0

onde k£ € R é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(2) € lim,—,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k& € R para o qual a funcao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
6) Considere a funcao f: R\ {0} — R definida por

=1 (ﬁ) 2>

(x+1)?-k ,2<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, ;o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k& € R para o qual a funcao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
7) Considere a fun¢ao f: R\ {0} — R definida por

sen(3x
iy RSBT)
1—22 ,2<0

onde k£ € R ¢ uma constante.

(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(x).

(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
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(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
8) Considere a funcdo f: R\ {0} — R definida por

4sen<

fz) = 2—|7—T:z:2> , ©>0
(k—z)24+2) ,2<0.

onde k € R* ¢ uma constante.
(a) Calcule lim, o f(x) e lim,_,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k& € RT para o qual a func¢ao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
9) Considere a fungao f: R\ {1} — R definida por

e @1 ,r>1
fz) =
(k—z)(14+2z) ,x<1.

onde k£ € Rt é uma constante.
(a) Calcule lim, ;o f(x) € lim, o f(2).
(b) Determine o valor da constante k € RT para o qual a funcao f é prolongével
por continuidade ao ponto um.
(¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
10) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

2COS< ) , x>0

() = 2
(k—2)242z) ,x<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(2).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
11) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

) , x>0

3 cos T
f(z) = <1+x
(k—z)(x+1) ,2<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, ;o f(x) € lim, o f(x).
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(b) Determine o valor da constante k& € R para o qual a fun¢ao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
12) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por

k
10g<2_{_—$g> ,$>0
flz) =
—z(2+2z) ,x<0.

onde k € R* é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(2) e lim,—,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongavel
por continuidade ao ponto zero.
(c¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
13) Considere a fungao f : R\ {0} — R definida por

1

e 2 , x>0
fx) =
(k—z)(x+1) , x<0.

onde k € R é uma constante.
(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(x).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.
14) Considere a fungao f : R\ {0} — R definida por

oz (37)
0g 71 2 , x>0

(k—z)2+4+2z) , x<0.

onde k € R* é uma constante.
(a) Calcule lim, 4o f(x) € lim, o f(2).
(b) Determine o valor da constante k € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F'.

fz) =
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15) Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por
k sen (ﬁ) , x>0

(x —1)? , v <0.

fx) =

onde k£ € R é uma constante.
(a) Calcule lim, o f(x) e lim,_,_ f(2).
(b) Determine o valor da constante & € R para o qual a fungao f é prolongével
por continuidade ao ponto zero.
(c¢) Denotando por F' : R — R esse prolongamento por continuidade, indique
justificando o contradominio de F.
16) Considere as fungoes f e g definidas em R \ {0} por

fla) = e
1 1
g(x) = xsen— — cos— .
T T
(a) Estude as fungoes no que respeita a continuidade.
(b) Indique, justificando, se sdo prolongéveis por continuidade ao ponto 0.
(¢) Mostre que sao fungoes limitadas.
17) Considere as fungdes f e g definidas em |0, +o00| por

f(@) = loglog(1+ 1)
1
g(z) = Va sen — .
(a) Estude as fungbes no que respeita a continuidade.
(b) Calcule lim,_, f(x) e lim,_ ;. g(z).
(c) Indique, justificando, se sdo prolongédveis por continuidade ao ponto 0.
(d) Indique, justificando, o contradominio de f.

II. Axioma de Supremo

1) Seja A um subconjunto de R majorado e nao-vazio, com supremo s = sup A. Mostre
que para qualquer € > 0 existe a € A tal que a > s —e.

2) Seja A um subconjunto de R majorado e nao-vazio, com supremo s = sup A. Seja
ainda m € R um majorante de A distinto de s. Mostre que existe € > 0 tal que
a < m — € para todo o a € A.

3) Sejam A e B dois subconjuntos de R.
(a) Prove que se sup A < inf B entdao A e B s@o disjuntos.
(b) Mostre por meio de exemplos que se sup A > inf B entdo A e B podem ser ou

nao disjuntos.

4) Sejam A e B dois subconjuntos nao-vazios de R. Considere o subconjunto C' C R

definido por

C’:A+B(i:ef{a:€R:x:a+bcoma€A, be B}.
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Mostre que:
(a) Se A e B tém supremo, entdo C' também tem supremo e sup C' = sup A+sup B.
(b) Se A e B tém infimo, entdo C' também tem infimo e inf C' = inf A + inf B.

5) Sejam A e B dois subconjuntos nao-vazios de R, tais que

a < b, para quaisquer a € Ae b € B.

Mostre que existem o supremo de A e o infimo de B, e que sup A < inf B.
6) Sejam A e B dois subconjuntos de R, limitados e nao-vazios, tais que

inf A <supB.

Mostre que existem a € Ae b€ B com a < b.
7) Sejam A e B dois subconjuntos de R, ndo-vazios e limitados, tais que sup A = inf B.
Mostre que existem a € A e b € B tais que |a — b < 1.
8) Sejam A e B dois subconjuntos de R, ndo-vazios e limitados, tais que sup A = inf B.
Mostre que para qualquer € > 0, existem a € A e b € B tais que |a — b| < e.
9) Sejam A, B C R dois subconjuntos nao-vazios e limitados, tais que inf B —sup A =
1. Mostre que existem a € Aeb € B taisque 1 <b—a < 2.
10) Sejam A, B C R dois subconjuntos nao-vazios e limitados, tais que sup A —inf B =
1. Mostre que existem a € Ae b€ B taisque 0 <a—0b < 1.
11) Seja A um subconjunto de R, limitado e ndo-vazio, tal que sup A — inf A = 2.
Mostre que existem aq,as € A tais que 1 < as — a; < 2.
12) Seja A um subconjunto nao-vazio de R, tal que |a; — az| < 1 para quaisquer
ai,as € A. Mostre que A tem supremo.
13) Sejam A e B dois subconjuntos de R, nao-vazios e majorados, tais que sup A <
sup B. Mostre que o conjunto C'= AU B tem supremo e que sup C' = sup B.
14) Sejam A e B dois subconjuntos nao-vazios de R, tais que B é majorado e A C B.
Mostre que A e B tém supremo e que sup A < sup B.
15) Seja A um subconjunto de R, ndo-vazio e majorado, tal que sup A = 1. Mostre que
ANT0,1] # 0.

III. Propriedades Globais das Fungoes Continuas

1) Seja f uma fungdo continua no intervalo limitado e fechado [0,1], tal que 0 <
f(z) < 1 para todo o z € [0,1]. Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe
um ponto ¢ € [0,1] com f(c) = c. [Sugestdao: aplique o teorema de Bolzano a
o(x) = f(z) -

2) Seja f uma fungao continua no intervalo limitado e fechado [a,b] (com a,b € R e
a < b), tal que f(a) <ae f(b) >b. Prove que f tem um ponto fixo em |[a, b].

3) Seja f: [—1,1] — R uma fungao continua tal que

F(=1)=0=f(1).

Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto ¢ € [—1,1] com f(c) = c.
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4) Seja f :]—1,1] — R uma funcao continua tal que
lim f(z)=—00 e lim f(z)=+oc0.
r——1 z—1~

Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto ¢ € |—1,1[ com f(c) = c.
5) Seja f : [0, +oo[— R uma func¢do continua e suponha que existe b > 0 tal que
f(b) < f(z) para todo o x > b. Mostre que f tem minimo em [0, 400].
6) Seja f : [0, +oo[— R uma funcdo continua e suponha que existe b > 0 tal que
f(0) > f(z) para todo o & > b. Prove que f tem méximo em [0, +oo.
7) Dada uma funcéo g : [0,4+00[— R, considere a fungao f que ¢ definida em [—1,1]
por f(z) = g(1 —a?).
(a) Supondo que g é continua em todo o seu dominio, mostre que f tem méaximo
e minimo.
(b) Supondo apenas que g é continua em |0, +00[, poderemos garantir a existéncia
de maximo e minimo de f?7 Justifique.
8) Considere uma fungao f, continua em R, e suponha que existem e sdo finitos os
limites de f quando x — +00 e x — —o0.
(a) Prove que f é limitada.
(b) Prove que f tem um ponto fixo, i.e. que existe um ponto ¢ € R com f(c) = c.
(c¢) Supondo que o produto dos dois limites indicados é negativo, indique, justifi-
cando, o maximo da funcao

() = —
g(r) = ———— .
1+ [f(z)]?
9) Seja f uma fung¢do continua em R, com limites positivos quando © — 400 e x —
—00, e tal que f(0) < 0. Mostre que:
(a) A equagao f(z) =0 tem pelo menos duas solugoes reais.
(b) f tem minimo em R.
10) Seja f uma funcao continua em R, tal que
lim f(z)=a e lim f(x)=0,
T—+00

T——00

com «, 3 € R e a < . Prove que o contradominio de f contém o intervalo |a, 3.

11) Seja f:]—1,1[ — R uma funcao continua tal que
li =—oo=li .
A, @) = mee = g @)

Prove que f tem méaximo no intervalo |—1, 1].

12) Seja f :]—1,1[ — R uma fungao continua tal que
1i = = li .
A )= e = iy J0)

Prove que f tem minimo no intervalo |—1,1[.
13) Sejam f e g duas fungoes continuas em R, e considere os conjuntos A = {z € R :
flz) <gx)}, B={xeR: f(z)>gx)}eC={zeR: f(z)=g(zx)}. Prove

que se A e B sao nao-vazios, entao C' também é nao-vazio.
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14) Seja f: R — R uma fungao continua e positiva (i.e. f(zr) >0, Va € R), tal que
lim f(z)=0= lim f(x).
r——00 r—+00

Prove que f tem maximo.
15) Seja f : [0, +00o[— R uma fungdo continua tal que

f(0)>0 e liril flz) =
Prove que f tem méximo no intervalo [0, +oo.

IV. Calculo de Derivadas de Funcoes.
1) Calcule f’(z), sempre que exista, nos casos em que a funcdo f é definida pela

expressao:
(a) f(x) =2 + 3z +2 (b) f(z) = 2* + sen(x) (c) f(z) = 2" sen(x)
1 x 1
(d) f(z) = o () flo)=— () fla) = ¥ cos(a)
x —|— T + cos(z) xsen( ) , B
(8) f(z) = T sen(z) (0) f@) =753 (i) f(x) = senh(x) cosh(z)

2) (a) A érea de uma circulo de raio r é 7r? e o seu perimetro é 27r. Mostre que a
taxa de variagao da area em relagao ao raio é igual ao perimetro.

(b) O volume de uma esfera de raio r ¢ 477r%/3 e a drea da sua superficie é 47r?.
Mostre que a taxa de variacao do volume em relagao ao raio ¢ igual a area da
superficie.

3) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela
expressao:

(0) fo)=vE  (0) fla) = —

T+ s (c) f(z) ="
Nz

(d) fl2) =272 () flx) =a"* 2™t/ ®) fl=) =1

4) Calcule f'(x), sempre que exista, nos casos em que a fungdo f é definida pela
expressao:

(a) f(x) = tan(x) — x (b) f(z) = x tan(z) (c) f(x) =cot(z) +

@ 0 =0 ) fla) = B (1) f0) = ()

5) Considere as funcoes f e g definidas em R por

ol

fla)==lz] e gx)=e"
Para cada uma destas funcoes,

(a) mostre que ¢ diferencidvel em R\ {0} e calcule a derivada;
(b) estude a diferenciabilidade no ponto 0.
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6) Calcule, se existirem, as derivadas laterais no ponto 0 da fungao f : R — R definida

por
1 +$€1/ ;270
flz) =
0 , t=20.
7) Calcule f’(x), sempre que exista, nos casos em que a fungao f é definida pela
expressao:

(a) f(z) = cos(2x) — 2sen(x) (b) f(x) = sen(e”) (c) f(z) = tan(z/2) — cot(z/2)
(@) f(x) = senfeos’ (@) costsen?(e)) () £() = 2D (6) gy = VIT 2

T flf3 1/3
© 1) = -a)cos(a?) 2msen(e?) () flo) =Ty 0 S0 = (1)
() £(2) = cos? (V) +sen*(1/z) (k) f(x) = (sen(v/a) + cos(1/z))

8) Determine a derivada ¢’ em termos de f’ se:

(a) g(z) = f(a?) (©) g(x) = ff ()]

(b) g(x) = f(sen?(z)) + f(cos*(x)) (d) g(z) = (f o fo f)(x)
9) Sendo f : R — R a funcao definida por f(z) = z%e¢™®, e sendo g : R — R uma
fungao diferencidvel, calcule (g o f)(x) em termos da funcao ¢'.

10) Sendo g : R — R uma fungao duas vezes diferencidvel, considere a func¢ao ¢ :
10, +-00[— R definida por ¢(x) = ¢91°82) Supondo conhecidos os valores de g, ¢’ e
¢” em pontos convenientes, determine ¢/(1) e ¢”(e).

11) Calcule f'(z), sempre que exista, nos casos em que a funcao f é definida pela
expressao:

(a) f(z) =log(1+2%)  (b) f(z) =2*(1+logz)  (c) f(x) =log(logz)
(d) f(z) =log(1 + ) (e) f(x) = log(1 + sen® z) (f) f(z) = log(1 + cos® z)
(g) flz) =€ (h) flz)=eV" (i) fle)=¢€"" () f
1 -

sen(z?)

2

(k) flz) = e (1) T (m) f(z) =a%"  (n

(0) flz) =28 (p) fw)=2""  (q) flo)=2"" (1) f(a)=2"V"
(s) flz) =227 (t) fx) =27 (u) f(2) =2%2"  (v) f(z) = 22"
(w) fo) =2"  (x) fx) =2 (y) f(z) = (logz)®  (2) f(z) ="



