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I

1- (a) Para (x, y) 6= (0, 0) f é cont́ınua pois é dada por somas, produtos
e composições de funções cont́ınuas.

Para (x, y) = (0, 0) f é cont́ınua se e só se

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = f(0, 0)

ou seja
lim

(x,y)→(0,0)
xy log(x2 + y2) = 0

Como

|f(x, y)| = |xy|| log(x2 + y2)| ≤ (x2 + y2)| log(x2 + y2)|

e
lim

(x,y)→(0,0)
(x2 + y2)| log(x2 + y2)| = lim

t→0+
|t log t| = | lim

t→0+

log t
1
t

| =

= | lim
t→0+

1
t

− 1
t2
| = | lim

t→0+
−t| = 0

temos que
lim

(x,y)→(0,0)
xy log(x2 + y2) = 0

logo f é cont́ınua em (0, 0).
Portanto f é cont́ınua em todo o IR2.

(b)
∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

0− 0
h

= 0

∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

0− 0
h

= 0



(c) f é diferenciável no ponto (0, 0) se e só se

f(x, y) = f(0, 0) +∇f(0, 0) · (x, y) + o(‖(x, y)‖)

ou seja

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)−∇f(0, 0) · (x, y)√
x2 + y2

= 0

Sendo f(0, 0) = 0 e ∇f(0, 0) = (0, 0) temos que

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)−∇f(0, 0) · (x, y)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

xy log(x2 + y2)√
x2 + y2

Como

|xy log(x2 + y2)√
x2 + y2

| ≤ |(x
2 + y2) log(x2 + y2)√

x2 + y2
| =

=
√

x2 + y2| log(
√

x2 + y2
2

)| = 2
√

x2 + y2| log(
√

x2 + y2)|

e
lim

(x,y)→(0,0)
2
√

x2 + y2| log(
√

x2 + y2)| = lim
t→0

|2t log t| = 0

temos que

lim
(x,y)→(0,0)

xy log(x2 + y2)√
x2 + y2

= 0

logo f é diferenciável no ponto (0, 0).

2- (a)

g(x, y) = 0 ⇔ y(y + x2 − 1) = 0 ⇔ y = 0 ∨ y = 1− x2

(b) ∇g(x, y) = (0, 0) ⇔ (∂f
∂x (x, y) = 0 ∧ ∂g

∂y (x, y) = 0) ⇔ (2xy = 0 ∧ 2y +
x2− 1 = 0) ⇔ ((x = 0∨ y = 0)∧ 2y + x2− 1 = 0) ⇔ ((x = 0∧ 2y + x2− 1 =
0) ∨ (y = 0 ∧ 2y + x2 − 1 = 0)) ⇔ ((x = 0 ∧ y = 1

2) ∨ (y = 0 ∧ x2 = 1)) ⇔
((x = 0 ∧ y = 1

2) ∨ (y = 0 ∧ x = 1) ∨ (y = 0 ∧ x = −1)). Logo os pontos de
estacionaridade são: (0, 1

2),(−1, 0) e (1, 0).

A matriz hessiana de g num ponto genérico (x, y) é:

Hg(x, y) =

[
2y 2x
2x 2

]



Para (x, y) = (0, 1
2), Hg =

[
1 0
0 2

]
é definida positiva (a11 = 1 > 0 e

det Hg = 2 > 0) logo (0, 1
2) é um ponto de mı́nimo local.

Para (x, y) = (−1, 0), Hg =

[
0 −2
−2 2

]
é definida negativa (det Hg =

−4 < 0) logo (−1, 0) é um ponto de sela.

Para (x, y) = (1, 0), Hg =

[
0 2
2 2

]
é definida negativa (det Hg = −4 <

0) logo (1, 0) é um ponto de sela.

3- f(x, y) = f(−y, 2x) ⇔ f(x, y) = f ◦ g(x, y) onde g(x, y) = (−y, 2x).
Como g(x, y) = (−y, 2x) é diferenciável (pois é linear) e f também o é,

temos que:

Df(x, y) = D(f ◦ g)(x, y) = Df(g(x, y))Dg(x, y)

portanto

[
∂f
∂x (x, y) ∂f

∂y (x, y)
]

=
[

∂f
∂x (−y, 2x) ∂f

∂y (−y, 2x)
] [

0 −1
2 0

]

logo
∂f

∂y
(x, y) =

∂f

∂x
(−y, 2x)


