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I

1- (a) Como, para todo o x ∈ IR,

ex =
∞∑

n=0

xn

n!

temos que

ex2
=

∞∑
n=0

(x2)n

n!
=

∞∑
n=0

x2n

n!

Portanto,

f(x) = (x − 1)ex2
= (−1 + x)

∞∑
n=0

x2n

n!
=

∞∑
n=0

−x2n

n!
+

x2n+1

n!
=

∞∑
k=0

akx
k

onde

ak =

{
− 1

n! se k = 2n
1
n! se k = 2n + 1

=
(−1)k+1

bk
2c!

onde bk

2
c = max{n ∈ IN : n ≤ k

2
}

Concluindo,

f(x) =
∞∑

k=0

(−1)k+1

bk
2c!

xk

e este desenvolvimento é válido para todo o x ∈ IR.

(b) log(1 + x2) é uma primitiva de 2x
1+x2 . Como, para |x| < 1, 1

1−x =∑∞
n=0 xn, temos que

2x

1 + x2
= 2x

1
1 − (−x2)

= 2x
∞∑

n=0

(−x2)n =
∞∑

n=0

2(−1)nx2n+1

para |x2| < 1 (ou seja |x| < 1).
Assim

g(x) = log(1+x2) =
∫ ∞∑

n=0

2(−1)nx2n+1dx = c+
∞∑

n=0

2(−1)n x2n+2

2n + 2
= c+

∞∑
n=0

(−1)n

n + 1
x2n+2
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onde c é uma constante. Tomando x = 0 deduzimos que c = log(1) = 0.
Portanto

g(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

n + 1
x2n+2

para |x| < 1.

2- Pelo teorema de Taylor sabemos que se f é n vezes diferenciável em
a então existe um polinómio Pn de grau menor ou igual a n tal que

f(x) = Pn(x) + o(|x − a|n)

ou seja

lim
x→a

f(x) − Pn(x)
(x − a)n

= 0

Além disso tal polinómio é único e é dado por

Pn(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + . . . +
f (n)(a)

n!
(x − a)n

Assim, tomando f(x) = cos(x2 − 1) e n = 2 temos que

P (x) = f(1) + f ′(1)(x − 1) +
f ′′(1)

2
(x − 1)2 = 1 − 2(x − 1)2

Note-se que f(x) = cos(x2 − 1) é duas vezes diferenciável com f ′(x) =
− sin(x2 − 1)2x e f ′′(x) = − cos(x2 − 1)4x2 − 2 sin(x2 − 1).

f possui um máximo relativo em x = 1 pois f ′(1) = 0 e f ′′(1) = −4 < 0.

II

1- Vejamos por indução finita que, para qualquer natural n, f é de classe
Cn e

f (n)(x) =

{
f(x) se n é par
f(x) + e−x se n é ı́mpar

Para n = 1 é dado pelas hipóteses do enunciado.

Hipótese de indução: f é de classe Cn e

f (n)(x) =

{
f(x) se n é par
f(x) + e−x se n é ı́mpar
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Tese de indução: f é de classe Cn+1 e

f (n+1)(x) =

{
f(x) se n + 1 é par
f(x) + e−x se n + 1 é ı́mpar

Demonstração: Como f e e−x são funções diferenciáveis e, por hipótese
de indução f é de classe Cn com

f (n)(x) =

{
f(x) se n é par
f(x) + e−x se n é ı́mpar

temos que f (n) é diferenciável, logo f é de classe Cn+1 e

f (n+1)(x) =

{
f ′(x) se n é par
(f(x) + e−x)′ se n é ı́mpar

=

{
f(x) + e−x se n + 1 é ı́mpar
f(x) se n + 1 é par

Com isto concluimos que f é de classe C∞ em IR. Sendo f e e−x funções
cont́ınuas em IR, temos que f(x) e f(x)+ e−x são limitadas em qualquer in-
tervalo limitado. Assim existe uma constante que majora todas as derivadas
de f em tal intervalo, pelo que f é anaĺıtica.

A sua série de Mac-Laurin é
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

xn

onde

f (n)(0) =

{
1 se n é par
2 se n é ı́mpar

=
3 − (−1)n

2

e portanto o seu desenvolvimento de Mac-Laurin é
∞∑

n=0

3 − (−1)n

n!2
xn

2-
∞∑

n=1

nxn = x
∞∑

n=1

nxn−1 = x(
∞∑

n=0

xn)′ = x(
1

1 − x
)′ =

x

(1 − x)2

para x ∈] − 1, 1[.
Como x = 1

2 ∈] − 1, 1[, temos que o valor da série
∞∑

n=1

n

2n

é dado pelo valor da função racional x
(1−x)2

no ponto x = 1
2 , ou seja 2.
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