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Resumo: A álgebra de Temperley-Lieb TLn(τ) é gerada por n − 1 pro-
jecções {ei} satisfazendo certas relações, por exemplo, não-comutatividade
local eiei±1ei = τei. Podemos encontrar uma estrutura de álgebra semi-
simples em TLn(τ) se o parâmetro τ−1 pertence ao conjunto de Jones{

4 cos2
(

π

n

)
, n = 3, 4, ...

}
∪ [4, ∞[,

e explicar porque razão dim TLn(τ) é inferior ao número de Catalan Cn =
1

n+1
(2n

n

)
. Para alguns τ−1 ∈ N, o estudo remonta ao trabalho de Temperley

e de Lieb, quando estes estudaram certos modelos em mecânica estatística.
Consideramos ainda a importância da abordagem de Kauffman para o es-
tudo de TLn(τ), bem como do seu impacto, no estudo do polinómio de Jones
com aplicações à teoria dos nós.
Palavras-chave: Nós, polinómio de Jones; álgebra de Temperley-Lieb; pa-
rêntesis de Kauffman
Abstract: The Temperley-Lieb algebra TLn(τ) is generated by n − 1 pro-
jections {ei} obeying some relations e.g. the local noncommutative relations
eiei±1ei = τei. We may find a semi-simple algebra structure of TLn(τ) if
the parameter τ−1 is in Jones index set{

4 cos2
(

π

n

)
, n = 3, 4, ...

}
∪ [4, ∞[,

and explain why dim TLn(τ) is smaller than the nth Catalan number
Cn = 1

n+1
(2n

n

)
. For certain τ−1 ∈ N, this study goes back to the work

of Temperley and Lieb when they studied certain statistical mechanics mo-
dels. We also review the importance of Kauffman’s diagrammatic approach
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to study TLn(τ), and its impact in e.g. the presentation of the Jones poly-
nomial for knots.
Keywords: Knots, Jones polynomial; Temperley-Lieb algebra; Kauffman
bracket

1 Introdução
No início do estudo da sua teoria dos subfactores, Vaughan F. R. Jones,

Medalha Fields 1990, descobriu em 1983 sequências de projecções em espaços
de Hilbert que designou de projecções de Temperley-Lieb [5], uma vez que
algumas delas já tinham surgido em 1971 no estudo de modelos (p. ex.
modelo de Potts) em mecânica estatística e de uma forma independente nos
trabalhos de Temperley e Lieb [12] no início dos anos 1970.

Mas foi o uso da álgebra de Temperley-Lieb na descoberta de Jones, em
1984, de um novo invariante para os nós, que originou um novo fluxo inter-
disciplinar e grandes desafios entre a teoria de nós, teoria topológica quântica
do campo, mecânica estatística, quantização e álgebras de operadores, ver
p. ex. [4].

No seguimento destes novos desafios, L. Kauffman analisou a álgebra de
Temperley-Lieb do ponto de vista de diagramas (em que as relações entre as
projecções são reflectidas em manipulações nos diagramas correspondentes),
a qual conduziu à categorificação desta álgebra que tem tido por sua vez um
impacto fulcral na teoria da computação e informação e biologia ([8], [9],
[13]). Recentemente, Jones aproveitou esta categorificação para descodificar
os invariantes da sua teoria dos subfactores em diagramas planares, tornando
mais acessível a classificação dos subfactores com índice de Jones pequeno.
Este programa encontra-se praticamente concluído para valores do índice
menores que 5, ver [10].

É nosso objectivo introduzir a definição de álgebra de Temperley-Lieb
e estudar: a sua representação em diagramas e algébrica, além do seu uso
para relacionar o polinómio de Jones com o parêntesis de Kauffman.

2 Nós e Tranças
O estudo matemático dos nós não possui uma história recente, e podemos

afirmar que grande parte do trabalho inicial foi motivado pelas aplicações.
Cerca de 1833 Carl Gauss (1777–1855) estudou o campo magnético produ-
zido por uma corrente eléctrica que percorre um fio eléctrico atado num
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nó, e Lord Kelvin (1824–1907) conjecturou que os átomos não são objectos
pontuais mas pequenos nós, e que o tipo de nó determinava as propriedades
físicas e químicas do átomo.

Actualmente, a Teoria dos Nós é um dos campos mais activos de in-
vestigação em topologia, e tem produzido resultados extraordinários com
aplicações na Física (mecânica estatística), na Química (polímeros, nós mo-
leculares) e na Biologia (reconhecimento de enzimas, ADN).

2.1 Nós e Elos

Grosso modo, a teoria clássica dos nós estuda os modos como uma curva
simples, fechada, pode estar mergulhada no espaço.

Definição 1 Dados dois espaços topológicos, de Hausdorff, X e Y , uma
aplicação f : X ↩→ Y é um mergulho se f : X → f(X) é um homeomorfismo.

Definição 2 Um nó é um mergulho K : S1 ↩→ M3, onde M3 é uma va-
riedade fechada (compacta, sem bordo) e orientável de dimensão três (por
exemplo M3 = S3).

Alguns autores consideram os nós como subconjuntos de S3 (ou R3), e
não como mergulhos, identificando um nó K com a imagem K

(
S1).

Figura 1: Exemplos de nós

Definição 3 Um k-elo é um mergulho E :
⊔

k S1 ↩→ M3, onde
⊔

k S1 re-
presenta a união disjunta de k cópias de S1. Deste modo, todo nó é um
1-elo.

Apesar de os nós serem curvas no espaço, em teoria dos nós todo o nó
é representado pela sua projecção (regular) num plano, construindo-se um
diagrama, designado diagrama do nó, no qual se representam as partes de
um nó que passam sobre as outras. Esta informação é transmitida por / ,
onde o segmento quebrado passa sob o segmento sólido, formando um ponto
de cruzamento.
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Figura 2: Exemplos de k-elos, k > 1: 2-elo, 3-elo e 4-elo.

Definição 4 A projecção de um nó K é regular se

1. contém apenas um número finito de pontos múltiplos;1

2. todos os pontos múltiplos são duplos e pontos de cruzamento.

Figura 3: Diagramas para os nós da figura 1

É usual considerar elos e nós orientados, — uma orientação num dia-
grama de um elo é a escolha de uma direcção em cada uma das componentes,
representada por uma seta. A cada cruzamento num diagrama de um k-elo
orientado, k ≥ 1, é atribuído um sinal.

(a)

+ −

(b)

Figura 4: (a) Nó orientado; (b) Convenção do sinal para cruzamentos
1Dada uma projecção π : R3 → P, P plano de projecção, um ponto A ∈ π

(
R3) ⊂ P

diz-se um ponto múltiplo se a pré-imagem π−1(A) contém mais do que um ponto.
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Um dos problemas centrais em teoria dos nós é o de decidir quando dois
nós são o mesmo, ou nós distintos, o que permitirá obter uma classificação
dos nós.

Definição 5 Uma isotopia ambiente entre dois nós K1 e K2, é uma homo-
topia ht : M3 → M3, t ∈ [0, 1], que verifica as condições,

1. h0 = idM3;

2. para cada t ∈ [0, 1], ht é um homeomorfismo;

3. h1 (K1) = K2.

Diz-se então que K1 e K2 são ambiente isotópicos.

Definição 6 Dois nós K1 e K2 são equivalentes, e escreve-se K1 ≃ K2, se
são ambiente isotópicos. A classe de equivalência de um nó é o seu tipo de
nó.

Doravante iremos considerar M = R3 ou M = S3. Uma vantagem em
considerar esta restrição é o seguinte teorema de J. W. Alexander, [11]:

Teorema 1 Dois nós, K1 e K2, são equivalentes em S3 se, e somente se,
existe um difeomorfismo de S3 que preserva a orientação, e que transforma
K1 em K2.

Apesar de ser possível representar nós equivalentes por vários diagramas
distintos, dois diagramas de nó são equivalentes se estão relacionados por
uma sequência finita de três movimentos R1, R2 e R3 (e respectivos inversos),
designados movimentos de Reidemeister, descritos na figura 5.

↔

R1 e R−1
1

↔

R2 e R−1
2

↔

R3 e R−1
3

Figura 5: Movimentos de Reidemeister

Os movimentos de Reidemeister efectuam alterações locais no diagrama
do nó, deixando inalterado o diagrama fora da zona local na qual se execu-
tou o movimento. Uma vez que cada um dos movimentos de Reidemeister
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pode ser realizado por uma isotopia ambiente do nó, diagramas equivalentes
definem nós equivalentes.

Reciprocamente, Kurt Reidemeister demonstrou, em 1935, o próximo
resultado (uma demonstração pode ser consultada em [2]):

Teorema 2 Dois nós são equivalentes se, e só se, todos os seus diagramas
são equivalentes.

Funções que associam um número inteiro a cada classe de isotopia de um
elo, designam-se invariantes numéricos do elo. Refira-se que até ao momento
não foram construídos invariantes numéricos completos, o que significa que
tais funções não são injectivas. Apesar disso estes invariantes revelam a sua
utilidade na distinção de elos não-equivalentes.

Além de invariantes numéricos, também se definem invariantes polino-
miais para k-elos. Entre muitos outros referimos o clássico polinómio de
Alexander (1923), o polinómio de Jones (1985) e os parêntesis de Kauffman
(1987).

2.2 Tranças

O estudo matemático das tranças foi iniciado por Emil Artin em 1925,
com o propósito de utilizar estes objectos matemáticos para estudar nós e
elos.

Das várias definições, equivalentes, de trança, no presente texto vamos
considerar a definição original de Artin, de n-trança geométrica como um
sistema de n fios entre dois planos paralelos do espaço.

Considerem-se em R3 os planos

P0 =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = 0
}

e P1 =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = 1
}

estando o referencial orientado como na figura 6.

Definição 7 Seja P = {P1, . . . , Pn} um conjunto de n pontos colineares,
distintos, do plano P0, que projectamos ortogonalmente no plano P1, obtendo
o conjunto de pontos P ′ = {P ′

1, . . . , P ′
n}. A n-trança geométrica suportada

por P, é um n–uplo β = (γ1, . . . , γn) de caminhos γi : [0, 1] → P0 × [0, 1]
verificando as condições:

1. γi(0) = Pi, ∀ i = 1, . . . , n;

2. cada caminho γi une um ponto Pi ∈ P0, ao ponto γi(1) do plano P1,
onde γi(1) = P ′

τ(i), τ permutação de {1, . . . , n};

Boletim da SPM 64, Maio 2011, pp. 29-53



Paulo O. Coelho e Paulo R. Pinto 35

3. γi é monótona crescente na direcção de z;

4. γi(t) ̸= γj(t), ∀ t ∈ [0, 1], com i ̸= j, i, j = 1, . . . , n.

Os caminhos (ou arcos) γi denominam-se fios da trança β, e τ permutação
da trança. Quando τ é a permutação identidade, τ(i) = i, i = 1, . . . , n,
dizemos que β é a trança pura, ou não permutada.

x

y

z

Figura 6: Uma 3-trança

Para que o conceito de n-trança seja útil e livre de ambiguidades, é
necessário definir equivalência de tranças.

Definição 8 Duas n-tranças β1 e β2 são equivalentes, e escreve-se β1 ≃ β2,
se são ambiente isotópicas em R3, por uma isotopia ambiente que mantém
os pontos dos semi-espaços fechados z ≤ 0 e z ≥ 1, fixos.

Proposição 1 A relação ≃, definida no conjunto Bn das n-tranças geomé-
tricas, é uma relação de equivalência.

Por n-trança β entendemos um elemento do conjunto Bn = Bn�≃, ou
seja, β é a classe de equivalência de uma n-trança geométrica.

Tal como no caso dos nós, será conveniente considerar o diagrama de
uma n-trança β, i.e., a projecção ortogonal de um representante de β no
plano contendo os pontos P1, . . . , Pn e P ′

τ(1), . . . , P ′
τ(n), (cf. figura 7).

Como se pode observar no diagrama da figura 7, podemos decompor o
diagrama de uma n-trança em diferentes níveis, de forma que em cada nível
ocorre apenas um cruzamento entre dois fios da trança.

Cada um destes níveis é o diagrama de uma n-trança, denominada trança
elementar, e que representaremos por σi, ou σ−1

i , 1 ≤ i ≤ n−1, dependendo
do tipo de cruzamento entre o fio γi e o fio γi+1, como indicado na figura 8.
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Figura 7: Diagrama de uma 5-trança

P
i P

i+1
P
i+1

Pi

i i

-1
σ σ

Figura 8: Tranças elementares ou tranças de Artin

É possível munir o conjunto Bn de uma estrutura de grupo, definindo
uma operação, produto de n-tranças, do seguinte modo.

Dados dois representantes de β1 e β2 (que designaremos igualmente por
β1 e β2) em Bn, identificamos a parte inferior de β1 com a parte superior de
β2, de forma que as extremidades dos fios de cada uma das tranças resultam
igualmente identificadas.

Deste modo obtemos uma nova n-trança, denotada β1 ·β2, trança produto
de β1 por β2, (cf. figura 9) .

Figura 9: Produto de duas 3-tranças

A trança identidade obtém-se considerando cada caminho γi a aplicação
constante γi(t) = (x, i, t) de modo que cada fio γi da trança é o segmento
[PiP

′
i ].
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Teorema 3 Com a operação binária acima definida, o conjunto das n-
tranças, Bn, é um grupo.

O grupo Bn, denominado grupo de Artin, admite uma representação,
tendo como conjunto de geradores o conjunto das tranças elementares σ±1

i ,
1 ≤ i ≤ n − 1. Por exemplo, sendo β a 5-trança da figura 7, temos β =
σ−1

3 σ−1
1 σ2.

É válida a proposição

Proposição 2 Todo o elemento β de Bn pode ser escrito como produto de
tranças elementares. Mais precisamente,

β = σε1
i1

· σε2
i2

· . . . · σεk
ik

com 1 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ n − 1 e εi = ±1 para i = 1, 2, . . . , k.

Para definir uma representação de Bn, e uma vez que {σ1, . . . , σn−1} é
um conjunto de geradores, basta determinar um conjunto de relações entre
os elementos de Bn. Demonstra-se serem válidas as relações

1. σiσj = σjσi, para |i − j| ≥ 2, 1 ≤ i, j ≤ n − 1 , (figura 10)

P
j +1

P
i

P
i

P
i+1

P
i+1

P
j +1

Pj Pj

i j j i

~

σσ σσ

Figura 10: σiσj = σjσi

2. σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, para 1 ≤ i ≤ n − 2 , (figura 11)

Teorema 4 O grupo Bn admite uma representação com geradores σ1, . . . ,
σn−1, e relações

1. σiσj = σjσi, para |i − j| ≥ 2, 1 ≤ i, j ≤ n − 1

2. σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, para 1 ≤ i ≤ n − 2
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~

P
i+1

P
i

P
i+2

P
i+1

P
i

P
i+2

i+1i+1 ii i+1 iσ σ σ σ σ σ

Figura 11: σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

Observação 1 O grupo B1 é o grupo trivial, e o grupo B2 é um grupo livre
de característica 1, gerado por σ1, isomorfo a Z.

Atendendo à definição 7 torna-se natural associar, a cada trança ele-
mentar σi ∈ Bn, uma transposição si = (i i + 1) do grupo simétrico Sn.
Assim, temos uma aplicação π : Bn → Sn que a cada elemento β do grupo
Bn associa um elemento π(β) do grupo simétrico Sn. Por exemplo, sendo β
a 5-trança da figura 7 temos π(β) = (2 1 3 4) ∈ S5.

Proposição 3 A aplicação π : Bn → Sn é um epimorfismo de grupos.

Notando que o grupo simétrico Sn não é abeliano para n > 2, resulta de
imediato da proposição 3,

Corolário 1 O grupo Bn, n > 2, não é abeliano.

Dada uma trança elementar σi ∈ Bn, i = 1, . . . , n − 1, obtemos uma
trança elementar em Bm, m ≥ n, adicionando m − n fios não permutados à
direita do n-ésimo fio de σi. Consideramos então a inclusão ι : Bn → Bm,
definida por ι (σi) = σi, i = 1, . . . , n−1. Das relações no teorema 4 podemos
concluir,

Proposição 4 Para 1 ≤ n ≤ m, a inclusão ι : Bn → Bm é um monomor-
fismo. Mais, obtemos uma cadeia de grupos B1 ⊂ B2 ⊂ . . . ⊂ Bn ⊂ . . ..

Tranças são relevantes em Teoria de Nós, e surgem como um outro modo
de representar k-elos, uma vez que todo a trança se pode converter num k-
elo, por intermédio de uma operação denominada fecho.
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Definição 9 Seja β uma n-trança suportada por P = {P1, . . . , Pn}. O fecho
de β, denotado β̂, é um k-elo, k ≥ 1, obtido de β unindo os pontos Pi a
P ′

i , i = 1, . . . , n, com arcos α1, . . . , αn. Com a excepção dos pontos Pi e P ′
i ,

os arcos αi não possuem outros pontos em comum com β, e αi ∩ αj = ∅ se
i ̸= j, como na figura 12.

Figura 12: Uma 3-trança e respectivo fecho

A representação de k-elos como fecho de tranças é regulada por dois
resultados fundamentais, um devido a J. W. Alexander (teorema 5) e o
outro a A. A. Markov (teorema 6). (Uma demonstração destes resultados
pode ser consultada em [1]).

Teorema 5 Seja E um k-elo arbitrário. Então existe uma n-trança β tal
que β̂ ≃ E.

N

(a) (b)

Figura 13: (a) Entrançamento do nó N , (N ≃ β̂); (b) β = σ1σ−1
2 σ1σ−1

2

Teorema 6 Sejam β e β′ duas tranças, não necessariamente com o mesmo
número de fios. Então, β̂ e β̂′ produzem o mesmo k-elo, a menos de isotopia,
se, e somente se, β pode ser deformada em β′ por uma sequência finita de
dois tipos de movimentos, denominados movimentos de Markov:
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M1 β  γβγ−1, β, γ ∈ Bn

M2 β  ι(β)σ±1
n+1, β ∈ Bn

sendo ι : Bn → Bn+1 o monomorfismo da proposição 4.

3 Parêntesis de Kauffman e o polinómio de Jones
Em [6] L. Kauffman constrói uma função, que designaremos parêntesis

de Kauffman,
⟨·⟩ : D → Z

[
A−1, A

]
onde D = {diagramas de k-elos não-orientados} e Z

[
A−1, A

]
é o anel de

polinómios de Laurent (são permitidas potência negativas e positivas das
variáveis) na variável A ∈ C e coeficientes inteiros.

A função ⟨·⟩ é definida por três propriedades:

1. ⟨⃝⟩ = 1, onde ⃝ representa o diagrama, sem cruzamentos, do nó
trivial

2. ⟨D ⊔ ⃝⟩ = δ⟨D⟩, com δ = −A−2 − A2

3. ⟨0⟩ = A⟨1⟩ + A−1⟨H⟩

Na segunda propriedade D ⊔ ⃝ denota um diagrama contendo duas
componentes disjuntas, D e ⃝. Os três diagramas na propriedade 3. são
iguais excepto onde representado. Mediante uma rotação de 90ž vem para
a propriedade 3

⟨/⟩ = A⟨H⟩ + A−1⟨1⟩
Note-se que, sendo D um diagrama com n cruzamentos, a propriedade

3. permite exprimir ⟨D⟩ como a soma de 2n diagramas sem cruzamentos.

Exemplo 1 Temos,

⟨ ⟩ = A⟨ ⟩ + A−1⟨ ⟩ = δA⟨ ⟩ + A−1⟨ ⟩

=
((

−A−2 − A2
)

A + A−1
)

⟨ ⟩ = −A3⟨ ⟩

e

⟨ ⟩ = A⟨ ⟩ + A−1⟨ ⟩ = A⟨ ⟩ + δA−1⟨ ⟩

=
(
A +

(
−A−2 − A2

)
A−1

)
⟨ ⟩ = −A−3⟨ ⟩.
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O exemplo anterior permite concluir que ⟨·⟩ não é invariante para o
movimento de Reidemeister R1. No que diz respeito aos movimentos R2 e
R3, apresentamos o próximo teorema.

Teorema 7 (Kauffman [6]) Quando se modifica um diagrama, D, de um
k-elo, por intermédio de um dos movimentos de Reidemeister R2 ou R3, o
valor de ⟨D⟩ não é alterado.

Para um diagrama orientado, D, de um k-elo, definimos w(D) como
sendo a soma algébrica dos cruzamentos de D, contando +1 para um cruza-
mento positivo e −1 para um cruzamento negativo, (figura 4). Por exemplo,
w(.) = −3 e w(&) = 3.

Dado um k-elo orientado E, seja D um seu diagrama orientado.
Considere-se a expressão

X(E) = (−A)−3w(D)⟨|D|⟩
onde |D| representa o diagrama D não considerando a orientação. Tem-se,
dado que o movimento R1 adiciona ±1 a w(D),

X( ) = (−A)−3w( )⟨ ⟩ = A3 · A−3⟨ ⟩ = ⟨ ⟩,

X( ) = (−A)−3w( )⟨ ⟩ = A−3 · A3⟨ ⟩ = ⟨ ⟩.
Por outro lado, verifica-se sem dificuldade que qualquer combinação de

w(D) e ⟨|D|⟩ é invariante para os movimentos de Reidemeister R2 e R3.

Teorema 8 Seja E um k-elo orientado, e D um diagrama orientado de E.
Então,

X(E) = (−A)−3w(D)⟨|D|⟩ ∈ Z[A−1, A]
e é um invariante por isotopia de E.

Definição 10 Sejam E e D como no teorema 8. O polinómio de Jones
V (E) é o polinómio de Laurent na variável t, com coeficientes inteiros,
definido por

V (E) = (−A)−3w(D)⟨|D|⟩
∣∣∣
t=A−4

.

Exemplo 2 Deixamos ao cuidado do leitor verificar, recorrendo ao exemplo
1 e às propriedades de ⟨·⟩, que ⟨&⟩ = A−7−A−3−A5 e ⟨.⟩ = A7−A3−A−5.

Daqui podemos concluir,
V (&) = (−A)−9⟨&⟩ = (−A)−9(A−7 − A−3 − A5) = −t4 + t3 + t,

V (.) = (−A)9⟨.⟩ = (−A)9(A7 − A3 − A−5) = −t−4 + t−3 + t−1.
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4 Álgebras de Temperley-Lieb

4.1 Definição, propriedades e descrição gráfica

Dado n ∈ N e um parâmetro τ , não nulo, num corpo K, seja TLn(τ)
a álgebra de Temperley-Lieb associada. Isto é, TLn(τ) é a K-álgebra com
unidade I gerada por n − 1 elementos e1, ..., en−1 satisfazendo, para i, j =
1, . . . , n − 1, as relações:

e2
i = ei (1)

eiei±1ei = τei (2)
eiej = ejei, |i − j| ≥ 2, (3)

A álgebra TLn(τ) surge pela primeira vez em 1971 no contexto da me-
cânica estatística no trabalho de Temperley e Lieb [12]. Um dos nossos ob-
jectivos nesta secção é estudar, do ponto de vista matemático, a estrutura
desta álgebra. Por exemplo, para que valores do parâmetro τ é que TLn(τ)
é uma álgebra semi-simples? Como encontrar concretizações de TLn(τ)?

Naturalmente que TLn(τ) ⊂ TLn+1(τ) e portanto temos as inclusões

TL1(τ) ⊂ TL2(τ) ⊂ ... ⊂ TLn(τ) ⊂ TLn+1(τ) ⊂ ... (4)

Um funcional linear tr: TLn(τ) → K tal que tr(ab)=tr(ba) diz-se um
traço. Uma involução em TLn(τ) é uma operação unária * tal que (ab)∗ =
b∗a∗ e (a∗)∗ = a para quaisquer a, b ∈ TLn(τ). Neste caso vamos também
supor que as projecções de Temperley-Lieb são projecções ortogonais e2

i =
ei = e∗

i . O funcional linear tr : TL(τ) → C é positivo se K = C, tr(a∗) =
tr(a) e tr(aa∗) ≥ 0, e fiel se tr(aa∗)=0, então a = 0. Finalmente tr diz-se
um traço de Markov se

tr(wen+1) = τtr(w) (5)

para toda a palavra w no alfabeto {e1, ..., en}. Podemos usar as relações de
Temperley-Lieb, ver Eqs. (1), (2) e (3), para estudar a dimensão de cada
álgebra TLn(τ). Por exemplo, para n = 2, facilmente encontramos a lista
{1, e1, e2, e1e2, e2e1} que é fechada para a multiplicação, modulo os escalares,
e que gera TL3(τ) como espaço linear. O mesmo procedimento para o caso
n = 3 e obtém-se a lista

{1, e1, e2, e3, e1e2, e1e3, e2e1, e2e3, e3e2,

e1e2e3, e3e2e1, e2e1e3e2, e2e1e3, e1e3e2}
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de 14 elementos. Consegue-se assim determinar conjuntos de geradores,
fechados para a multiplicação, módulo os escalares, de tamanho: 2 para
TL2(τ), 5 para TL3(τ), 14 para TL4(τ), 42 para TL5(τ), etc. Qualquer
pessoa que trabalhe em combinatória sabe que o próximo número desta
sequência é 132, e que estamos a redescobrir os números de Catalan 1

n+1
(2n

n

)
.

Podemos usar a escrita em diagramas e provar que em geral temos

dim(TLn(τ)) ≤ 1
n + 1

(
2n

n

)
=: Cn (6)

e que em geral a desigualdade é estrita, p. ex. dim(TL3(1/2)) = 4, onde
TL3 é gerada por I, e1, e2. Vamos provar que de facto dim(TL3(1/2)) = 4 se
estivermos na presença de um traço fiel e positivo. Ora TL3(1/2) é gerada
pelos 5 vectores I, e1, e2, e1e2, e2e1. Seja p = (e1−e2)2

1−τ ∈ TL3(τ). Para τ =
1/2, p é uma projecção, pelo que o espaço linear K1 onde p se projecta é um
subespaço linear do espaço linear K2 onde I se projecta. Por outro lado,
para τ = 1/2, temos tr(p) = tr(I), i.e. dim(K1)=dim(K2), pelo que p = I
uma vez que estamos a trabalhar em espaços lineares de dimensão finita.
Dado que p = I para τ = 1/2, podemos escrever a dependência linear

e1 + e2 − e1e2 − e2e1 = 1
2

I.

Acabamos de provar que dim(TL3(1/2)) ≤ 4. Deixamos como exercício a
verificação de que I, e1, e2, e1e2 são vectores linearmente independentes, pelo
que temos a igualdade dim(TL3(1/2)) = 4.

Passamos ao estudo da semi-simplicidade das álgebras de Temperley-
Lieb. Provemos que TL3(1) não é semi-simples se e1 ̸= I. A álgebra TL3(1)
é gerada por I, e1, e2. É bem conhecido que a álgebra T das matrizes 2 × 2
triangulares superiores é uma álgebra não semi-simples. Mais, a aplicação

I →
(

1 0
0 1

)
, e1 →

(
1 0
0 0

)
, e2 →

(
1 1
0 0

)

prolonga-se a um homomorfismo ϕ : TL3(1) → T , que é claramente sobre-
jectivo. Como T não é semi-simples, conclui-se que TL3(1) também não é
semi-simples, uma vez que T é o quociente de TL3(1).

Se as projecções forem operadores num espaço de Hilbert então a exis-
tência de traço ajuda-nos no esclarecimento do estudo dos paraâmetros para
os quais as álgebras de Temperley-lieb associados são semi-simples.
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Teorema 9 Sejam e1, ..., en, ... projecções ortogonais num espaço de Hilbert
complexo satisfazendo as relações de Temperly-Lieb e tr um traço, positivo,
fiel, normalizado e de Markov. Se e1 ̸= 0, então τ−1 ∈ {4 cos2(π/n), n ≥
3} ∪ [4, +∞[.

Demonstração Sejam τ ∈ C o escalar, não nulo, envolvido nas relações
da álgebra de Temperley-Lieb e tr um traço normalizado como nas condições
do enunciado do teorema. Pretendemos, pois, demonstrar que τ−1 está no
conjunto descrito acima. Considerando w = I e n = 0 em (5), temos
tr(Ie1) = τtr(I), isto é τ = tr(e1). Pelo que τ ∈ R pois tr(e1) = tr(e∗

1) =
tr(e1) i.e. τ = τ . Além disso, τ ̸= 0 uma vez que e1 ̸= 0 e τ = tr(e1) =
tr(e1e∗

1) ̸= 0 pois tr é fiel. Mais, τ−1 ≥ 1 (note-se que tr(p) ≤ tr(I) = 1 para
qualquer projecção p na álgebra de Temperley-Lieb.

Falta provar que se 1 < 1/τ < 4 então 1/τ pertence ao conjunto discreto
que aparece no enunciado do teorema. Para tal vamos definir polinómios
P0, P1, .... e outras projecções f1, f2, ... para finalmente concluirmos a prova.

Para cada m = 0, 1, ... defina-se o polinómio Pm(x) tal que P0(x) =
0, P1(x) = 1 e Pm+1(x) = Pm(x) − xPm−1(x). Considerando a equação às
diferenças associada, obtém-se a equação quadrática µ2 − µ − τ = 0 cujas
soluções são

µ1 = 1 +
√

1 − 4τ

2
, µ2 = 1 −

√
1 − 4τ

2
.

Temos então Pk = Cµk
1 + Dµk

2. Ajustando as constantes D e C de forma
a concordar com P0 e P1, concluímos que Pk = (µ1 − µ2)−1(µk+1

1 − µk+1
2 ),

para cada k. Para cada 0 < θ < π/2 seja λ = 1
4 cos2(θ) , pelo que µ1 = eiθ

2 cos(θ)

e µ2 = e−iθ

2 cos(θ) . Portanto

Pn(λ) = sin(nθ)
2n−1 cosn−1(θ) sin(θ)

,

da qual resultam as seguintes propriedades:

Pn(τ) > 0, para τ <

(
4 cos2

(
π

n

))−1
, (7)

Pn+1(τ) < 0, para 1
4 cos2

(
π

n+1

) < τ <
1

4 cos2 (π
n

) , (8)

cuja verificação deixamos ao cuidado do leitor. Vamos agora estudar a pro-
jecção fn = I − e1 ∨2 ∨... ∨ en (como estamos a trabalhar em espaços de
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Hilbert o supremo e ∨ f entre duas projecções e e f ainda é uma projecção).
Assim H. Wenzl provou o seguinte:

fn+1 = fn − Pn+1(τ)
Pn+2(τ)

fnen+1fn (9)

se Pk(τ) > 0 e k ≤ n + 2. A Eq. (9) é verdadeira porque: das relações de
Temperley-Lieb concluímos por indução que

(en+1fn)2 = (Pn+2(τ)/Pn+1(τ))en+1fn,

pelo que
(fnen+1fn)2 = (Pn+2(τ)/Pn+1(τ))fnen+1fn.

Portanto fn − (Pn+1(τ)/Pn+2(τ))fnen+1fn é uma projecção ortogonal,
en+1fn+1 = 0 e ekfn+1 = 0 para k ≤ n, por indução. Assim, I − fn+1
é uma subprojecção de e1 ∨ ... ∨ en+1. Mas I − fn+1 está na álgebra gerada
por e1, ..., en (sem identidade). Portanto I − fn+1 = e1 ∨ e2 ∨ ... ∨ en+1 e
assim a fórmula de Wenzl (9) fica provada.

Com vista em chegar a um absurdo, seja agora 1 < 1/τ < 4 mas diferente
de 4 cos2 (π

n

)
para todo o natural n. Então existe n tal que

1
4 cos2

(
π

n+1

) < τ <
1

4 cos2 (π
n

) .
A inequação (7) implica que Pk(τ) > 0 para k ≤ n, pelo que pode-
mos usar (9), substituindo n por n − 2 e concluir que fn−1 = fn−2 −
(Pn+1(τ)/Pn(τ))fn−2en−1fn−2. Usando a propriedade de Markov temos
tr(fn−2en−1fn−2) = τtr(fn−2). Portanto

tr(f∗
n−1fn−1) = Pn(τ) − τPn−1(τ)

Pn(τ)
tr(fn−2) = Pn+1(τ)

Pn(τ)
tr(fn−2) < 0 (10)

onde se usou (7) e (8) na desigualdade. Portanto tr(f∗
n−1fn−1) < 0, o que

contradiz a positividade do traço. 2

Falta-nos construir álgebras de Temperley-Lieb nas condições do Teo-
rema 9. Em primeiro lugar, vamos definir as álgebras de operadores em
espaços de Hilbert onde se pode definir o traço de forma interessante (esta
construção deve-se a von Neumann). Seja H um espaço de Hilbert complexo,
⟨., .⟩ o seu produto interno, e L(H) a álgebra-* dos operadores lineares li-
mitados de H em H (o produto é dado pela composição de operadores e
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o adjunto x∗ de x é dado por ⟨x(ξ), η⟩ = ⟨ξ, x∗(η)⟩ para todos ξ, η ∈ H).
Dado S ⊂ L(H), seja S′ := {x ∈ L(H) : xs = sx, para todos ∈ S} o
comutante de S em L(H). Claro está que o operador identidade I pertence
a S′. Dizemos que M ⊂ L(H) é uma álgebra de von Neumann se I ∈ M , M
for auto-adjunto (x ∈ M se e só se x∗ ∈ M) e M = M ′′. Dado S ⊂ L(H)
auto-adjunto, então podemos verificar que S′′ é a álgebra de von Neumann
gerada por S. Uma álgebra de von Neumann M é um factor se M ∩M ′ = CI
(i.e. o centro da álgebra M reduze-se aos múltiplos da identidade). Final-
mente a álgebra de von Neumann M é um factor do tipo II1, se M for um
factor e existir um (único) traço tr : M → C fiel, positivo e normalizado
(i.e. tr(xx∗) > 0 para x ̸= 0 e tr(I) = 1) tal que tr(PM ) = [0, 1] onde PM

designa o conjunto das projecções de M .
É um execício de álgebra linear provar que a álgebra L(Cn) é um factor.

Seja tr(x) = 1
nTr(x) onde Trn(x) =

∑
xii é o traço de x ∈ L(Cn) encarado

como matriz. então tr é um traço fiel, positivo e normalizado; no entanto
tr(PL(Cn)) =

{
0, 1

n , 2
n , · · · , n−1

n , 1
}

pelo que L(Cn) não é um factor do tipo
II1 para cada n. Sendo p(Cn) o subespaço associado à projecção p, claro
que temos tr(p) = dimp(Cn)

n .
Em seguida indicamos como se constrói um factor Rk do tipo II1, para

cada natural k (construção que também é atríbuida a von Neumann). Seja
A1 = Mk×k(C) a álgebra das matrizes do tipo k × k com entradas nos
complexos. Seja ainda A2 = Mk×k(C) ⊗ Mk×k(C) ≃ Mk2×k2(C), ..., An ≃
Mkn×kn(C). Naturalmente que podemos usar o homomorfismo injectivo
ιn : An → An+1 dada por x → x ⊗ I =

(x 0
0 x

)
para mergulhar An em An+1 e

portanto obter a torre de álgebras

C ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ · · · . (11)

Em An considere-se o traço trn(x) = 1
pn Trn(x) normalizado trn(I) = 1. Para

cada n, trn+1 é compatível com a inclusão ιn, i.e. trn+1 ◦ ιn = trn, podemos
extender trn de maneira única a um traço tr : A∞ → C onde A∞ =

∪
n∈N An

e de tal forma que ⟨x, y⟩ = tr(xy∗) seja um produto interno em A∞, munindo
assim A∞ de uma estrutura de espaço pré-Hilbertiano. Seja L2(A∞) o
seu espaço de Hilbert completado e π : A∞ → L(L2(A∞)) definido por
π(a)ξ = aξ para ξ ∈ A∞ e depois extender π a todo o espaço de Hilbert
L2(A∞). podemos verificar que π é uma representação injectiva da álgebra
A∞. A construção desta representação π, que faz a álgebra actuar nela
própria encarada como espaço de Hilbert, é a famosa construção de Gelfand-
Naimark-Siegal (GNS). Então Rk := π(A∞)′′ é um factor do tipo II1. Para
provar que Rk é do tipo II1 teremos que verificar que tr(PRn) = [0, 1]. Mas
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tal surpreendente igualdade resulta de que em cada subalgebra An temos
tr(PAn) = {0, 1

n , 2
n , · · · , n−1

, 1} e que

∪
n

{
0,

1
n

,
2
n

, · · · ,
n − 1

n
, 1
}

= [0, 1].

Provada que está a existência de factores do tipo II1, vamos então indicar
(ver [5, 4]) como se usam estes factores para construir álgebras de Temperley-
Lieb satisfazendo as condições do Teorema 9. Seja N ⊂ M um subfactor do
tipo II1 (portanto N e M são factores do tipo II1, N é uma sub-álgebra de
M partilhando a mesma identidade) e seja tr o traço de M . Seja L2(M, tr)
o espaço de Hilbert completado de M usando o produto interno ⟨x, y⟩ =
tr(xy∗) e π : A → B(L2(M)) a representação de GNS de M em L2(M).
Seja ainda e1 : L2(M) → L2(N) a projecção ortogonal sobre L2(N) e M2 =
⟨M, e1⟩ a álgebra de von Neumann gerada por M e e1. Assumindo que M2
continua a ser do tipo II1, podemos continuar esta construção e obter a torre
de Jones:

N ⊂ M ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ · · · ⊂ Mn ⊂ · · · . (12)

que é uma torre de factores do tipo II1. Além disso, também produzi-
mos uma sequência de projecções e1, e2, ... que satisfazem as relações de
Temperley-Lieb com o parâmetro τ := tr(e1). O indíce de Jones [M : N ]
do subfactor N ⊂ M é por definição [M : N ] = 1/tr(e1). Por construção,
TLn(τ) ⊂ Mn e portanto temos um traço fiel, positivo e normalizado em
TLn(τ). Neste contexto dos subfactores estamos pois nas condições do Te-
orema 9, uma vez que a restrição do traço de Mn a TLn(τ) é um traço de
Markov. Como TLn(τ) é uma álgebra de von Neumann de dimensão finita,
podemos concluir que TLn(τ) é semi-simples [4]. O Teorema 9 também
implica que

[M : N ] ∈
{

4 cos2
(

π

n

)
: n = 3, 4, ...

}
∪ [4, ∞].

Construir um subfactor N ⊂ M de tal forma que [M : N ] = 1/τ para
um dado 1/τ neste conjunto de indíces de Jones, não é tarefa fácil!! Tal foi
demonstrado por V. Jones em [5]. Todavia, estamos em condições de indicar
uma tal construção para 1/τ ∈ N.

Exemplo 3 Dado k ∈ N, vamos construir um subfactor N ⊂ M cujo indíce
de Jones é [M : N ] = k, isto é o parâmetro da álgebra de Temperley-Lieb
TLn(τ) associado é τ = 1/k. Seja G um grupo com k elementos e seja A1 =
Mk×k(C). Para cada (h, s) ∈ G × G, seja es

h a matriz k × k cujas entradas
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são todas nulas excepto a entrada (h, s) que é igual a 1. Facilmente podemos
verificar que αg(es

h) = egs
gh define uma acção α : G → Aut(Ak) de G em Ak

em que αg(x) = rgxr∗
g onde rg =

∑
h egh

h é um operador unitário. Podemos
extender esta acção a A2 = Mk2×k2(C),..., An = Mkn×kn(C) de forma a
ser compatível com as inclusões. Seja Rk o factor do tipo II1 construído a
seguir a (11). Usando as inclusões da torre (11) e os unitários rg podemos
construir unitários ug ∈ L(L2(A∞)) e extender a acção α à álgebra Rk,
ainda designada por α. Seja RG

k = {a ∈ Rk : αg(a) = a, para todo g ∈ G}
a álgebra dos pontos fixos. Então RG

k ⊂ Rk é um subfactor do tipo II1 cujo
indíce de Jones é [M : N ] = k e e1 = 1

k

∑
g∈G ug é a primeira projecção na

torre de Jones (12). Observe-se que e1 é de facto uma projecção ortogonal e
tr(rg) = δg,e1 onde e designa o elemento neutro de G, pelo que tr(e1) = 1/k.

Se considerarmos τ = 1 na construção da torre de Jones, então tr(e1) = 1
e portanto N = M . Conclui-se que e1 = e2 = ... = I e portanto TLn(1) =
TL1(1) para todo o n. Para τ < 1/4 (i.e. o índice de Jones > 4) então dim
TLn(τ) = Cn, para todo o n; para τ ≥ 1/4 (i.e. índice de Jones ≤ 4), então
temos este problema de que dim TLn pode ser estritamente menor que o
número de Catalan (neste caso vai ser de facto igual para n suficientemente
grande) – ver detalhes em [5].

As álgebras de Temperley-Lieb admitem uma interpretação gráfica, des-
coberta por L. Kauffman [6], que passamos a descrever. Para cada n ≥ 1,
por n-diagrama de Kauffman entendemos um rectângulo no plano com 2n
pontos distinguidos, n na aresta superior e n na aresta inferior, juntamente
com n arcos disjuntos mergulhados no rectângulo, de tal modo que os ex-
tremos de cada arco são dois pontos distintos dos 2n pontos distinguidos.

Dois n-diagramas de Kauffman, a e b, dizem-se isotópicos, a ∼ b, se
podem ser deformados um no outro na classe dos n-diagramas de Kauffman.
Fixado δ ∈ C \ {0}, representamos por Dn(δ) a colecção das classes de
equivalência de n-diagramas de Kauffman.

Figura 14: Os 5 elementos de D3(δ)

À semelhança das n−tranças, o produto de dois elementos a, b de Dn(δ),
denotado a · b, é o n-diagrama de Kauffman obtido por concatenação de a e
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b, substituindo cada lacete eventualmente obtido no processo por um factor
δ, como exemplificado na figura 15.

= = δ

Figura 15: Produto em D3(δ)

Em [7] Kauffman demonstrou que é possível munir Dn(δ) com uma es-
trutura de álgebra unitária, gerada por 1n, d1, d2, . . . , dn−1, e satisfazendo
as condições

d2
i = δdi (13)

didi±1di = di (14)
didj = djdi, |i − j| ≥ 2, (15)

para i, j = 1, ..., n − 1.

· · ·

n

· · ·

1n di

· · ·

ni

Figura 16: Os geradores 1n e di

Definindo ei = δ−1di, notamos que para i = 1, ..., n − 1, os ei verificam
as condições de Temperley-Lieb (1), (2) e (3), com τ = δ−2. Deste modo
obtemos uma interpretação gráfica da álgebra de Temperley-Lieb TLn(τ).

Teorema 10 Para cada i = 1, ..., n − 1, seja [di] a classe de isotopia do
diagrama di representado na figura 16. A aplicação ei 7→ [di] define um
isomorfismo de álgebras unitárias φ : TLn(δ−2) → Dn(δ).
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Cabe aqui referir que a involução * em TLn(τ), se traduz em Dn(δ) por
uma reflexão na ‘linha central’ (cf. figura 17).

d
2
d
1
d
3

(d
2
d
1
d
3
)*

Figura 17: A involução * em D4(δ)

4.2 Representação de Bn em TLn(τ)

Vamos construir uma representação πn do grupo das n-tranças Bn na
álgebra de Temperley-Lieb, seguindo novamente as ideias de V. Jones. A
ideia é tentar escolher escalares a e b tais que πn(σi) = aei + bI para cada
i = 1, ..., n, defina de facto uma representação (i.e., πn(gh) = πn(g)πn(h),
πn(g−1) = πn(g)−1). Um simples cálculo mostra que, usado as relações (1),
(2) e (3), a solução é única, a menos de multiplicação por um escalar. É
dada por a = (t + 1), b = −1, onde τ−1 = 2 + t + t−1. Em resumo, para
cada parâmetro τ obtém-se assim uma representação de Bn em TLn(τ):

σi 7→ (t + 1)ei − I, τ−1 = 2 + t + t−1. (16)

Para cada n e i, seja ιn,n+i : Bn ↩→ Bn+i a inclusão de Bn em Bn+i e
jn,n+i : TLn(τ) ↩→ TLn+i(τ) a inclusão de TLn(τ) em TLn+i(τ). Então o
diagrama seguinte é comutativo

Bn
πn→ TLn(τ)

↓ιn,n+i ↓jn,n+i

Bn+i
πn+i→ TLn+i(τ).

..

Isto permite-nos definir uma representação π : B → TL(τ) do grupo das
tranças B =

∪
Bn na álgebra TL(τ) =

∪
TLn(τ).

Seja tr : TLn(τ) → K um traço com valores num corpo K. Considerando
a composição tr◦πn obtém-se uma aplicação de Bn com valores em K. Uma
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vez que cada k-elo é obtido como o fecho de uma n-trança (ver secção 2),
temos assim uma forma de associar um escalar a cada k-elo.

Se β ∈ Bn é uma trança representada na álgebra de Temperley-Lieb,
como acima, atendendo ao teorema de Markov (teorema 6) e considerando
a composição tr ◦ π, V. Jones descobre, em 1985, um invariante do k-elo β̂,
– o polinómio de Jones.

A interpretação gráfica de TLn(τ) dá-nos um outro processo para obter
o polinómio de Jones.

Para cada A ∈ C, considere-se a aplicação ρA : Bn → Dn(δ), definida
por

ρA(σi) = Adi + A−11n, ρA(σ−1
i ) = A−1di + A1n.

Dado que, para |i − j| ≥ 2, di comuta com dj , podemos concluir que

ρA(σi)ρA(σj) = ρA(σj)ρA(σi) (17)

O leitor pode ainda verificar sem dificuldade a validade das identidades,

ρA(σi)ρA(σi+1)ρA(σi) =
= (A3 + δA + A−1)di + A(didi+1 + di+1di) + A−1(di + di+1) + A−3,

ρA(σi+1)ρA(σi)ρA(σi+1) =
= (A3 + δA + A−1)di+1 + A(didi+1 + di+1di) + A−1(di + di+1) + A−3.

Cancelando os termos idênticos nas duas identidades anteriores teremos

ρA(σi)ρA(σi+1)ρA(σi) = ρA(σi+1)ρA(σi)ρA(σi+1) (18)

se
(A3 + δA + A−1)di = (A3 + δA + A−1)di+1

Para δ = −A2 − A−2 a identidade anterior é obviamente verdadeira.
Mais, com este valor de δ temos ρA(σi)ρA(σ−1

i ) = 1n, o que juntamente com
as identidades (17) e (18) nos permite concluir,

Teorema 11 Para A ∈ C \ {0}, a aplicação ρA : Bn → Dn(δ), com δ =
−A2 − A−2, é uma representação do grupo Bn.

Define-se o fecho de um n-diagrama de Kauffman, procedendo ao fecho
do n-diagrama como para o fecho de uma n-trança, (figura 18).
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= =

Figura 18: Fecho de 13 e de d2

Sendo l o número de lacetes obtidos com o fecho de um n-diagrama de
Kauffman, definimos o traço de Markov trM : Dn(δ) → C, como trM (D) =
δl−n. Assim, por exemplo, trM (13) = 1 e trM (d2) = δ−2.

Extendendo, por linearidade, trM a Dn(δ), deixamos ao cuidado do leitor
verificar, por análise dos diagramas apropriados, que trM verifica as três
propriedades seguintes,

1. trM (1n) = 1

2. trM (XY ) = trM (Y X), para todo X, Y ∈ Dn(δ)

3. se X ∈ Dn+1(δ), então trM (Xdn+1) = 1
δ trM (X)

O isomorfismo do teorema 10 induz um traço em TLn(τ). Demonstra-se
que, qualquer funcional linear em TLn(τ) que satisfaça as propriedades 1–3
anteriores é único. Deste modo, identificamos trM com o funcional linear tr
referido na secção 4.1. Estamos agora em posição de descrever o polinómio
de Jones, em termos do traço de Markov tr.

Teorema 12 Dada uma n-trança β, seja E o k-elo β̂, e D um diagrama
orientado de E. Então, o polinómio de Jones V (E) := VE(t) definido ante-
riormente (definição 10) é dado por,

VE(t) = (−A)−3w(D)δn−1tr(ρA(β))
∣∣∣
t=A−4

.
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