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) ) (duragao 120 minutos)
Departamento de Matemalica R esolucao do EXAME DE 22 EPOCA DE ALGEBRA LINEAR

det(—A) 2 ] [-2 2 3 —3]* ) o
. Como, [ 0 det(QAl)}_[ 0 _4} e [3 _3} =0, a equacgao matricial é equivalente a

2 — 1] [604 iﬂ X=[0 0], logo [128 27]X=[0 0]. Portanto X = [_273 —21

1285 128t] com s, € R.
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_ _ ‘o ., - _ (=1)°det A1 4 0 0 4
. det(A) = det [3 4] det {2 J =22 # 0 pelo que A é invertivel e (A7), ="y = T

(@) V=A(-y,y, —w,w) : y,w € R} logo {(—1,1,0,0),(0,0,—1,1)} é uma base de V =V + V.
(b) Como (1,1,1,1) L (=1,1,0,0) e (1,1,1,1) L (0,0, —1,1), entdo (1,1,1,1) € V*, logod((1,1,1,1),V+) = 0.

. (a) [ [ g]w[? (1)}“[}] g}ﬂz[} ﬂ implicaa=1,b=0,c=1ed=1, isto é, (E i’DBlz(Lo,l,l).
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0 8}) +0T({ éb + 1T(B 3}) + 1T(E 1})=T([l 0})zl(l SO 22 = 1+t — 202
Como dim dim (P,), T nao é sobrejectiva.
=2=

dimZ(T') podemos concluir que N(T') ~ Z(T).

2 1 0 0
0 ] cujos valores proprios sao \; = Ao =2 e A3 =1ese V= {0 0 1}, temos a decomposigao
0 0 1 0

ATA=V VT. Em seguida calculamos as 3 colunas de U, por um lado temos
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Assim, uma decomposicao SVD de A é:
ol [vz o o]”
1 [ 0 V2 } [ 0} .
0 0 1

0
. Por exemplo, ¢B = (|C| U)(|¢|2)VT é uma decomposigao SVD de ¢B para ¢ #0 (para c¢=0, p.ex. 0 = UOVT).
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. Os valores préprios da matriz simétrica AT A sdo ndo negativos. Por outro lado, dim(N'(AT)) = 1 implica
car(AT) = 3, logo car(A) =car(ATA) = 3, pelo que a matriz simétrica AT A é invertivel. Consequentemente,
A = 0 nao é valor pp de AT A, logo 0(ATA) C RT, implicando que Q seja definida positiva.

. Sejam ¢, ..., ¢g escalares tais que Z .1 ciA;S = 0. Logo (Zl ) cZAi) S = 0. Como S é invertivel, Z?:l cA; = 0.
Assim ¢; = ... = ¢g = 0 pois Ay, ..., Ag sao LI. Portanto A, S, ..., AgS sao LI. Como dim(Myx3(R)) = 6, podemos
concluir que {AlS, ..., AgS} é uma base de May3(R).

. Como (A+B)'(A+B)=ATA+ATB+BT"A+B"Be (A+ B)(A+ B)T = AAT + ABT + BAT + BBT, para
mostrar que A + B é normal é suficiente mostrar que B"A = ATB =0 = BA” = AB".

Como C(A) C C(B)* = L(BT)!, cada coluna de A ¢ ortogonal a todas as linhas de BT. Logo BTA = 0 (e
aplicando a transposta nesta eq. temos AT B = 0).

Em seguida recordar que N'(X)=N(XTX), logo N (X)*+ = C(XT), para qq matriz X. Assim
C(AT) = N(AAT): = N(ATA)* =C(A)

onde se usou a hipdtese de A ser normal na 2% igualdade. Logo C(AT) = C(A) (e analogamente C(B”)=C(B)).
Assim temos C(AT) C C(B)* pelo que usando o argumento do 2° pardgrafo, conclui-se que BAT=0=ABT.



