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1. (a) Sendo X a matriz da mensagem original e Y a matriz da mensagem codificada temos

1 0 3 1 0 3 10 —-11 56 16 1 14
A'=10 1 0 | (matriz de descodificacio) e X =A"'Y=|0 1 0 1 2 19 =] 1 2 19
1 0 4

1 0 4 2 4 —14 18 5 0
pelo que X em sequencia é: 16,1,18,1,2,5,14,19,0. Usando a tabela obtém-se o texto: PARABENS .
(b) Usando operacoes elementares temos
40—3LL—1014LL -1 0 1 Ll -1 0 0 . 1 0 0
0 1 o0 | 225 o 1 oo | R o 1 oo | =L 0 1 0| —>]0 1 0.
-1 0 1 s 4 0 =3 "W o o 1] =Y o 0o 1] Y oo 1

Portanto A = Pi3F19(—4)Es1(+1)E1(—1).
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2. Comodet | 1 -1 3 = 8, a equacao é equivalente a 24 = %A [ 1 _01 } , isto é,
0 -1 -2
2 0 2 0 L. , L N
A2 -4 1 -1 =0. Como 2] — 14 1 -1 | ¢ invertivel, A = 0 é a 1nica solugao.
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4. (a) Seja p(t) = ag + ait + ast® + azt® € P3. Como p(0) = ag e —p(—1) = —ag + a1 —as + a3, p € Vi sse

ap = 0,a1 —az +az = 0 sse p(t) = (a2 — az)t + ast? + ast® = az(t + %) + az(—t +t3), pelo que {t + 2, —t + 13} é uma
base de V7.

0 1 10
(b) dim(Vy +Va)=dimL({t+t2, —t+13, t+12 t+13, 2t +2 +#3})=dim L({t +12, =t +t3,t+t3})=car | 0 —1 0 1 [=3.
0 1 01
(c) Colocando os coeficientes da base de V obtida em a) e a base candénica de P3 em coluna e usando el. Gauss temos:
0 10 0 0 1 -1 01 00
1—10100 0 -2 0 0 0 1 3,43 1 421 4
0 oo10l”lo 0 1000 pelo que {t + >, —t +¢°>,1,t*} é uma tal base.
1 0 0 01 0O 0 0010

(d) B = {t+t%,t+t3} é uma base de Vs, queremos a, b tais que —t + 2t% — 3t3 = a(t +t2) + b(t +t3). Claro que a = 2
e b = —3, pelo que as coordenadas de —t + 2t2 — 3t3 em B sdo (2, —3).

5. (a) 0 € V pois A0 = 0. Se ui,uz € V entdo existem ki, ko tais que ARty =0 e A*2uy = 0. Para ver que ug +up € V
temos que encontrar k tal que Ak(ul + u2) = 0. Ora podemos considerar k = k; + ko pois

APER2 (g 4 ug) = AR (AFrug) + AM (AP ug) = AR20 4+ AP0 = 0.

Como A*Fu = 0 implica A¥(au) =0, au € V. Logo V é subespaco linear de R”.

(b) Note que a sucessdo (ay)ren tal que ap =dim(N(A¥)) é crescente e limitada, pois N(A*) C N(AFF!) C R” para
todo o k € N (logo ar < m). Assim, a sucessao (ax) é constante a partir de um certo kg (que podemos fixar como
sendo o menor inteiro com a propriedade ag, = ag,+1)-

Vamos provar que entdo ay = ay, para k > kg e que kg < n (note que isto prova que V = N(A¥) = N(A")). Ora,
ag, = Qpyy1 significa que: AFFly =0 = Akoy = 0 (*). Assim se u € N(A¥F2) entdo 0 = Akot+2y = Ako+1(Ay)
e por (*) temos A*0(Au) = 0 pelo que u € N (AR portanto a, 42 = ary+1 = ag,- Repetindo este procedimento,
podemos concluir que ay = ag, para k > ky. Logo a1 < ag < ... < agy—1 < Gky = Akg+1 = Akg+2 = -... S€ kg > n entao
ay, > n o que contradiz a hipétese de N'(A¥) C R™.



IT (T3 - 10 valores - 90 minutos)

1-A a 3
. (a) p(A\) = 0 4—A 0 :(4—)\)‘
3 b 1—A

(b) A é diagonalizével sse mg(4) = 2 (pois -2 é zero simples e 4 é zero duplo de p(/)\)). Assim, A é diagonalizivel sse

1—A 3

PN R e SRR e}

-3 a 3 -3 a 3
a+b=0p0isA—4I:[O 0 0 —>[0 0 0].
3 b -3 0 a+bd O
1 0 3 3 0 3 -3 0 3
(¢c) Paraa=b=0,A=|0 4 0 |,E(-2)=N(A+2I)=|0 6 0 ,E(4):N(A—4I):[ 0 0 0 ],cujas
3 0 1 3 0 3 3 0 -3
-2 0 0 1 1 0
bases sao {(1,0,—1)} e {(1,0,1),(0,1,0)} (respectivamente). Assim, D=| 0 4 0 | e S:[ 0 0 1 ] satisfazem
0 0 4 -1 1 0

a equacdo D = S1AS.

.(a)como(2+t+t2)31=(1,o,1,0),T(+2+t+t2):T(1+t)+T(1+t2):[(1) é]w“ }}Ls[é ?]4{8 8}:[‘2‘ ?]

(b) {(3,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)} é uma base para N'(M(T; By; B2)) pelo que {4+ 3t +13,1—¢,1+?} é uma base
para N(T) pois 3(1 4+ 1t) + (1 +t3) =4 + 3t + 3. Como car(M (T;By;Bs)) = 1 # 3 = dim(V), T ndo é sobrejectiva.

3 ]} é uma base de Z(T).

(¢) O contradominio de T' tem dimensao 1, pelo que por a), podemos concluir que {[ 5 &

Logo [ (1) (1) ] ¢ Z(T), pelo que a equagao linear nao tem solugoes.
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(b) Va = N([1 11 1]) pelo que V5" = L([1 1 1 1]) C V4, logo {1,1,1,1)} é uma base de V3 N Vz-. Assim,
d((0,0,0,1), Vi N V") = [1(0,0,0,1) — Py, .1 (0,0,0, 1)) = [[(0,0,0,1) — %(1 L1 D)
= 11(0,0,0,1) = £(1,1,1,1) = .

. (a) Ora Vi = L(A) onde A = [ ], pelo que Vit = N(A) e {(—1,1,0,0),(—1,0,1,0)} é uma base de Vj-.

. Como tr(A) =2edetA =1, A =1 é o tnico valor préprio de A. Logo A nao é diagonalizivel e a forma candénica

1 1 ~ . .
de Jordan é J —[ 0 1 ] (note que J ”—[ 0 ZL ]) Para determinar as colunas u,us nao colineares da matriz S tal

que A = SJS~! podemos resolver as equacdes Au; = uj e Aug = ug + ug. Ora {(1,3)} é uma base para E(1) (seja
ur = (1,3)) e (A—Tuz = (1,3) tem up = (0, —1) como uma das soluges. Portanto, para qualquer n € N, temos
_ 1 0 1 n 1 0 14 3n -n
n __ n 1 _ —
e PR | L S P
2¢ resolucdo: calcule A, A%, A3 e escreva A™. Depois, mostre que esta formula estd efectivamente correcta usando
inducao matematica.

. Temos que B =1 — A, além disso, I — A é normal (I —A)(I —A*)=1—-A— A" — AA*= (I — A*)(I — A)) pois A
é normal. Portanto B é normal (existem matrizes U unitdria e D diagonal tais que B = UDU™) e é nilpotente (pelo
que A = 0 é o unico valor préprio de B). Logo D =0 e assim B = 0. Portanto 0 =1 — A, isto é A = I.



