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1. (a) É claro que dim(V1)=3. Por outro lado, (x, y, z, w) ∈ V1 sse y=z − 2w sse (x, y, z, w) =
(x, z − 2w, z, w)=x(1, 0, 0, 0) + z(0, 1, 1, 0) +w(0,−2, 0, 1). Assim {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0,−2, 0, 1)}
gera V1. Como dim(V1) = 3, {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0,−2, 0, 1)} é uma base de V1.

(b) Note que (x, y, z, w) ∈ V2 sse os sistema linear


1 2 0 x
1 2 −2 y
1 2 0 z
0 0 1 w

 fôr posśıvel. Usando eliminação

de Gauss temos:


1 2 0 x
1 2 −2 y
1 2 0 z
0 0 1 w

 −→


1 2 0 x
0 0 −2 y − x
0 0 0 z − x
0 0 1 w

 −→


1 2 0 x
0 0 1 w
0 0 0 y − x + 2w
0 0 0 z − x

. Portanto

{(1, 1, 1, 0), (0,−2, 0, 1)} é uma base de V2 e V2 = {(x, y, z, w) ∈ R4 : y−x+ 2w = 0, z−x = 0}.
(c) dim(V1∩V2+V2∩V1) = 2, pois em geral V1∩V2+V2∩V1 = V1∩V2 e neste caso V2 ⊆ V1 portanto

V2 ∩ V1 = V2. Em alternativa, podemos calcular dim (V1 ∩ V2), usando 1b), nomeadamente

dim(V1 ∩ V2)= dimN
[

0 1 −1 2
−1 1 0 2
−1 0 1 0

]
= ... = 2.

2. Sejam E1=

[
1 0
0 1

]
, E2=

[
0 1
−1 0

]
, A1=

[
1 −1
1 1

]
, A2=

[
1 0
0 1

]
e K =

[
2 3
−3 2

]
. Como A1 = 1E1−1E2

e A2 = 1E1 + 0E2, SB2→B1 =

[
1 1
−1 0

]
, logo SB1→B2 =

[
1 1
−1 0

]−1
=

[
0 −1
1 1

]
.

Finalmente, como K = 2E1 + 3E2, KB1 = (2, 3), e SB1→B2

[
2
3

]
=

[
−3
5

]
, KB2 = (−3, 5).

3. Em geral o número de colunas de AT = car(AT )+dim(N (AT )), pelo que car(AT )=2. Logo car(A) = 2
pois, em geral, car(AT )=car(A). Além disso, C(A) ⊆ R2 e dim C(A)=car(A)=2. Portanto C(A) = R2,
pelo que p.ex. podemos escolher a base canónica {(1, 0), (0, 1)}.

4. Seja A=[aij]i,j∈{1,2} e B=[bpq] p ∈ {1, 2, 3}
q ∈ {1, 2}

. Se L(A) ⊆ L(B) então cada (vector) linha de A é combinação

linear das linhas de B. Assim para i = 1, 2, existem constantes αi, βi, γi tais que

(ai1, ai2) = αi(b11, b12) + βi(b21, b22) + γi(b31, b32).

Logo
[
ai1 ai2

]
=
[
αi βi γi

]
B para i = 1, 2. Seja C=

[
α1 β1 γ1
α2 β2 γ2

]
. Temos então A = CB

como pretendido. Reciprocamente, A = CB significa que cada linha de A é combinação linear
de linhas de B (ver argumento anterior). Portanto as linhas das A estão em L(B), pelo que pela
definição de expansão linear L(A) ⊆ L(B).
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