Algumas notas da disciplina de
Teoria dos Processos Concorrentes

LMAC

PEDRO RESENDE

Departamento de Matematica
Instituto Superior Técnico



Conteudo

1 Notas de 1997/98
1.1 Sistemas de transicao, equivaléncias e processos . . . . . . . .
1.2 Algebras de processos . . . . .. ..o
1.3 Linguagens de descricao de processos . . . . . . . . . .. ...
1.4 Bissimulagao . . . . .. ... .. Lo oo
1.5 Semantica operacional estrutural . . . . ... ... ... ...

2 Notas de 1998/99
2.1 Unicidade de pontos fixos (= solugdes unicas de equagoes)
modulo bissimilaridade forte . . . . . . ... ... L.
2.2 Unicidade de pontos fixos (= solugbes unicas de equagoes)
médulo congruéncia observacional . . . . ... ... ...
2.3 Sistemas com numero finito de estados . . . . . . .. ... ..
2.4 Logica de Hennessy e Milner (HML) . . . ... ... ... ..

3 Exercicios
3.1 Reticulados . . . . .. .. ... ...
3.2 Simulacoes, bissimulagoes, etc. . . . . ... ... L.
3.3 Algebra de Processos . . . . . .. .o
3.4 Logica de Hennessy e Milner (HML) . . . ... ... ... ..

A Breve introdugao a algebra universal

Exercicios diversos

B.1 Problemas . . . ... ... ... ... ... ... . ...
B.2 Teoria de conjuntos (ZF~) . . . . .. ...
B.3 Teoria de conjuntos e processos . . . . . . . . . . .. ... ..



Capitulo 1

Notas de 1997/98

1.1 Sistemas de transicao, equivaléncias e proces-
SOS

No que se segue Act serd sempre um conjunto, cujos elementos designaremos
por accgoes.

1.1.1

Um sistema de transigdo (st) sobre Act, S = (P, T), consiste num conjunto
P, de estados, e num conjunto T C P x Act x P, de transicdes. O con-
junto T' é também denominado rela¢do de transicao. Utilizaremos a seguinte
notacao:

xSy Lt (x,o,y) €T,

r S &3 @Sy,

Um abuso frequente de linguagem consistird em identificar um st com o seu
conjunto de estados sempre que nao houver possibilidade de confusao no
que respeita a relagdo de transicdo. Por exemplo, poderiamos referir-nos a
S como o “sistema P”.

1.1.2

Um trago (sobre Act) é uma sequéncia finita de acgoes, sendo o conjunto
dos tragos sobre Act representado por Act*. Dado um tracot = a1...ap, n
é dito o comprimento do trago. O traco de comprimento zero é representado
por €.



Seja (P,T) um st sobre Act. A relacao de transi¢ao pode ser estendida
a tracos como sendo o conjunto 77 C P x Act* x P tal que

(me,y) €T = z=y,
(,at,y) €T = Tep((z S 2) Az, t,y) €T).

Utilizaremos também a notacao x RR Y, T i>, etc., para indicar (z,t,y) € T',
etc.

1.1.3

Um st apontado (sta), (P,T,2), é um st (P, T) no qual se distingue um estado
1 € P, denominado estado inicial.

Um sta diz-se acessivel se para qualquer estado x € P existe um trago
t € Act* tal que ¢ L (i.e., x é acessivel a partir do estado inicial).

Sistemas de transicao apontados e acessiveis (abrev. staas) serdo usados
para representar o comportamento de sistemas concorrentes. A cada staa
corresponde uma méaquina capaz de executar acgoes de Act, cujos estados
sao os elementos de P e cujo estado inicial é 1.

1.14

Sejam (P, T) e (Q,U) sts. Um morfismo f: (P,T) — (Q,U) é uma fungao
f: P — @ tal que para todo =,y € P, a € Act,

x>y = fz) > fy).

Um morfismo f é um isomorfismo se for uma bijeccio e f~! for também
um morfismo.

Proposigao. f:(P,T) — (Q,U) é um isomorfismo sse for bijectiva e para
todo x,y € P, a € Act,

xSy = f(#) S fy) .

Dizemos que dois sistemas S e T sdo isomorfos, e escrevemos S = T,
quando existe um isomorfismo f:S — T.

Exercicio. Mostre que a relagao de isomorfismo é de equivaléncia.

Um morfismo de stas, f: (P,T,1) — (Q,U, ), é um morfismo de sts que
preserva o estado inicial; isto é, tal que f(z) = 5. Os resultados anteriores
generalizam-se de forma ébvia a este caso.



1.1.5

Seja S = (P, T,7) um staa. Usaremos a notagao 7 (S) para o conjunto de
tragos “executdveis’por S, i.e.,

T(S) & {t € Act* |+ 5} .

Dois staas S e T dizem-se equivalentes por tragos, e escrevemos S ~7 T, se

T(S) = T(T).

1.1.6

Seja S = (P, T,1) um staa, e x € P. Defina-se a seguinte notagao:

r(x) = {aeAct|xﬂ>},

flz) ¥ Act\r(2),
CT(S) € {te Act” | 3yep((t5y) Ar(y) =0)}

F(S) € {(t,X) € Act* x 24 | 3yep((1 5 y) A (X C ()} .
Fin(S) L {(t,X) € Act™ x 24 | 3yep((2 5 y) A (X S ()},
R(S) € {{t.X) € Act” x 22 | 3yep((1 5 y) A (X =1(y))}
FTS) ¥ ((Xo,a1,...,X) |

Fagran (1 =20 S 21 B - B a,) A (X5 Cf(a) (0<i <))},
fTﬁn(S) d:d {<X0,0(1, .- 1X7L> |
Elzo,...,zn<(2 = To X x1 B2 xn) A (Xz Chin f($z> (0 << TL)))} s
RT(S) = {<X0,041, cooy Xn> |
E|x07...,:cn((l = To 4 T 3.2 l‘n) A (XZ = r(xl) (0 <1< n)))} :

Para cada E € {7,CT,F, Fan, FT,FTan, R,RT} defina-se agora a equi-
valéncia ~g tal que

S~pT &L E(S)=EB(T).
Teorema. As equivaléncias ~g relacionam-se do sequinte modo:
1. ~p G,y

2. ~r & ~cr,



~ecT € ~7 SG0 tncompardveis,
~FT & ~F

~R G ~F,

~RT & ~R;

~RT € ~FT,

ST S S e

~ET e ~R A0 incompardveis.

A situagdo descrita no teorema pode representar-se por meio do seguinte
diagrama:

]:T/RT\R
N
T/ \CT

Exercicio. Mostre que a interseccao ~7N~e7 coincide com a equivaléncia
~c7 definida por

Smep T &L cT/(S)=CT(T),
onde CT'(S) C Act* x {0,1} e

(t,0) € CT'(S) += teT(S),
(t,1) €CT'(S) += teCT(S)

lie., CT'(S) = (T(S) x {0}) U (CT(S) x {1})].

Nota. E habitual na literatura definir equivaléncia por tracos completos
como sendo ~p7 em vez de ~e¢r.



1.1.7

Informalmente, chamamos processo ao comportamento observdvel (de acordo
com alguma nocao de observacdo) dum staa. Seja ~p uma equivaléncia de
staas (E pode ser, e.g., 7, CT, etc.). A ideia por detrds duma tal equi-
valéncia é a de que dois staas sao equivalentes quando exibem o mesmo
comportamento observavel. Portanto podemos definir processo generica-
mente como sendo uma classe de equivaléncia de staas (dizemos que um
processo é um staa “moédulo E”). Existem assim diversas definigoes de pro-
cesso, dependendo da equivaléncia considerada.

Esta nocao genérica pode nao ser a mais tutil na pratica. Por exemplo, em
geral as classes de equivaléncia de staas nao sao conjuntos (porqué?). Porém,
em cada caso particular é usualmente possivel obter uma representacao mais
conveniente. Cada representacao serd designada por modelo de processos.

Exemplo. No caso da equivaléncia de tragos podemos identificar os pro-
cessos com os conjuntos nao vazios de tragos, fechados para prefixos, i.e.,
aqueles subconjuntos nao vazios X de Act™ para os quais se t € X e t = su
entdo s € X (v. exercicio 1.1.8-8). Note-se que por esta definigdo tem-se
sempre ¢ € X; em particular, {¢} é um processo (médulo ~7). Esta repre-
sentacao diz-se comcreta porque os processos sao representados por conjun-
tos. Designaremos o modelo de processos assim obtido por modelo de tracos
e representa-lo-emos por T.

1.1.8 Exercicios

1. Seja S = (P,T) um st, x,y € P e s,t € Act*. Prove que

st s t
x>y <= deplr >z e z2>y).

2. Prove que se f : S — T é um morfismo de sts entdo tem-se, para
qualquer t € Act* e z,y € P,

e by=fla) S fly).

3. Para cada um dos seguintes staas, calcule os conjuntos de tragos (7),
tragos completos (C7T), falhas (F), tracos de falha (F7), menus (R)
e tragos de menus (R7). Para cada par destes sistemas diga também



ot

(=)

quais das equivaléncias que estudou os identificam.

| 7N
N )

N PN
N
id .

Nota: para F e F7 assuma Act = {a,b,c,d,e, f} (e a # b, a # ¢,
b # ¢, etc.).

. Prove o Teorema 1.1.6.
. Mostre que ~¢7 € ~F7 , assim como ~x e ~x7, , Sa0 incomparaveis.
. Mostre que = C ~r7.

. Complete o diagrama de equivaléncias por forma a incluir C7”, Fgp,
FTgn € =,

(a) Seja S um staa arbitrario. Mostre que 7 (S) é nao vazio e fechado
para prefixos.

(b) Seja X C Act™ um conjunto nao vazio e fechado para prefixos.
Mostre que existe um staa S tal que 7(S) = X. [Sugestao: tome
X para conjunto de estados e defina t — u se u = ta, com estado
inicial €.

. Obtenha um modelo concreto de processos para C7’.



1.2 Algebras de processos

1.2.1

Comegamos por reconhecer a existéncia de alguma estrutura algébrica na
classe dos staas. Doravante designaremos esta classe por STAA.

Nota. STAA é uma classe mas nao um conjunto. A fim de evitar falar
duma &algebra cujo dominio ndo é um conjunto poderiamos por exemplo
assumir que os estados de todos os staas pertencem a um conjunto pré-
determinado (v. exercicio 1.2.7-3), mas feita esta ressalva ndo mais nos pre-
ocuparemos com este assunto.

Sistema nulo. Primeiro representaremos por NIL o staa ({0}, 0,0). Este
é um caso particular de staa com um sé estado (o estado inicial) e sem
quaisquer transigoes. Designaremos este sistema por nulo.

Prefixagcao. A cada accao a € Act faremos corresponder uma operagao
undria, representada por p,, que a cada staa S = (P, T,1) faz corresponder
o staa

pa(S) (P! T4

onde

P € @yu{{z}|xe P},
/ d_ef@

T = {00 )} u{{z}, 8, {y}) | (2, 8,y) € T} .

Esta operacao serd designada por prefizacao (por ).

Composigao paralela. Dados dois staas S; = (P1,T1,21) € So = (Pa, o, 12),

a composi¢ao paralela (de Sy e Sg) é o staa par(Sy,S2) def (P,T,1), onde

p ¥ pxp,

def
1 = (11,122) ,

(z,y) S (@,y) = (@32 ey=y) ou (z=12" e y>y).



Escolha. Sejam agora S; = (Py,T1,11) e So = (P, T5,12) dois stas (ndo
necessariamente staas). A escolha (entre S; e Sg) é esc(Sy,S2) e (P,T,1),

onde

def
=0,

P Y @udyxPyu{2lxp),

e T é a menor relacao de transicido sobre Act tal que, para todo o a € Act
ex,y € P,

(0%
) se 1 —xemS;,

{

1,
(i,y) se xSyems§S;.

0
(i, 2)
Exemplo. 1. esc(NIL, NIL) = ({0, (1,0),(2,0)},0,0).

le |e

2. Se S = ({0}, {(0,, 0)},0) entdo esc(S,S) ¢ o staa

0
7N
(1,0) (2,0)

) )

o «

O primeiro dos exemplos acima mostra que esc(Sy,S2) pode nao ser
acessivel, mesmo se S; e So o forem. Isto acontecerd sse pelo menos um
dos estados iniciais 21 ou 22 nao for acessivel a si préprio por meio dum
trago diferente de €. Para obviar a este problema definimos, dado um sta S,
staa(S) como o staa cujos estados sdo exactamente os estados acessiveis de
S (o que inclui o estado inicial) e cujas transi¢oes sdo exactamente aquelas
das transicoes de S que partem e terminam em estados acessiveis.

Exercicio. Formalize a defini¢ao de staa(S).

Definimos agora a escolha de Sy e So, para staas, como sendo

esc’(S1,52) def staa(esc(S1,S2)) -

Teorema. A relacdo de isomorfismo de staas € uma relacao de congruéncia.



1.2.2

A assinatura Proc tem como simbolos de operacao as acgoes a € Act
(simbolos unérios), e ainda os simbolos “0” (constante), “+” (binario) e “||” (binario).
A algebra STAA ¢ portanto uma Proc-dlgebra:

Ostan = NIL,

OSTAA = Pa s
/

+sTAA = e€sC,

lsTan = par.

Designaremos os termos de Tpyoc por termos de processo e representéa-los-
emos genericamente por P, Q, P’, P, etc.

Notagao. Dados dois termos de processo P e (), escreveremos usualmente
+PQ e ||PQ na forma P+Q e P || Q, respectivamente, utilizando parénteses
onde necessario, assumindo-se que a expressao P+Q || R significa P+(Q || R),
isto é, representa o termo +P||QR. Também assumiremos que aP || Q) se 1&
(aP) || @ e ndo a(P || Q). Também omitiremos usualmente 0 em termos da
forma «0. Por exemplo, a+£30~0 serd escrito como (S + 7). Finalmente,
por vezes utilizaremos um ponto nas prefixagoes, como no exemplo seguinte,
onde se assume {inicio,meiol,fiml meio2, fim2} C Act:

inicio.(meiol.fim1.0 + meio2.fim2.0) .
Por vezes escreveremos
e 0 em vez de NIL,
e «(S) em vez de p,(S),
e (S+T)em vez esc(S,T),
e (S| T) em vez de par(S, T),

Podendo também omitir parénteses nas prefixagoes, escrevendo, e.g., a3vS

em vez de a(B(7(9))).

Nota. Estas convengoes correspondem a escrever termos em Tpyoc({ “S”, “T”,...}).

10



1.2.3

Teorema. A dlgebra STAA /2 satisfaz as sequintes equagoes:

l.x4+y=y—+ux,

2. x4+ (y+z2)=(@x+y)+z,
3. zlly=vylz,

4 x|[(yll2) = (@)
5 0|z ==

Exercicio. Mostre, por meio de exemplos, que a equagao
r+0==zx

nao ¢é satisfeita por STAA/=. [V. também o exercicio 1.2.7-6.]

1.2.4

Sejam s,t,u € Act*. Diremos que s é uma intercalagdo de t e u se s<t,, onde
a relacao ternaria < é definida recursivamente:

€< — t=u=c¢,

t
u
t
os<y,

— Fut=ot e sai) ou Iy(u=ou e s<t) .
Utilizaremos também a seguinte notacgao, para t,u € Act* e X,Y C Act™:

teou ¥ {sedet*|sd},
Xeoy € |J tou,

teX,uey

e escreveremos por vezes s € t @ u em vez de s<t,.

Nota. Da definicdo resulta imediatamente a seguinte lei de distributivi-
dade:
xelJxi=Jxox,
il icl

onde I é um conjunto de indexagao qualquer.

11



Lema. Sejam S = (P,T,:) e T = (Q,U,y) staas. Entdo, em par(S,T)
tem-se, para x,z € P, y,w € Q e s € Act™,
(2,y) > (z,0) <= Fpu(s<, e x Lzoe y 2 w) .

U

Prova.  Por indugéo no comprimento de s. A base da inducao é dada por
s = ¢ e é imediata. Seja agora s = as’. Tem-se
<x,y> i) <$/7y/> — 32,w(<x7y> ﬁ) <Z7w> S_} <x/7y/>)

8/

— Dz e (z,y9) > (@,y)
ou Ju(y = w e (z,w) = (2,y))

—= J@xzDze Ht/7u(zt—’>:n’ e ySy e )
ou Elw(ygw e 3t7ul(wi>y/ e in>x/ e 5’42,))
(Hip. de indugao)

= Elt/7u($a—t>x' e u—sy e s’qg))
ou Ju(zsa e y™y e s'd,)

— Elt,u(xi)x/ e y—=y e Jp(t=at’ e 3/45))

ou Ht,u($i>$/ ey >y e Jplu=oau e s’qz,))
t / u

Jiulz— 2" e y—y e

(Elt/(t:ozt’ e Slﬂg) ou Hu/(u:au, e Slqz/))]

!

]

el Lo eyly e sdt)
(Por def. de s<t,) §

1.2.5

Nao é muito licito considerar STAA uma algebra de processos pois um staa
representa uma maquina mas um processo é apenas o comportamento ob-
servdvel duma méaquina. Como vimos, existem varias nogoes de processo,
dependendo das nogoes de observacao em causa. Vamos agora analisar o
modelo de tragos T (v. exemplo 1.1.7) do ponto de vista algébrico. Um
modo de equipar T com uma estrutura de Proc-algebra é fazer:

1. OT = {6},
2. +7 = U,
3. lp = ®,

4. a = )\X{E} U OéX,

12



onde aX ¥ {at |t € X}.

Para justificar que estas operagoes de facto tornam T uma Proc-algebra
deveriamos provar que X ® Y é nao vazio e fechado para prefixos se X
e Y o forem (os outros casos s@o simples)—i.e., mostrar que as operagoes
sobre conjuntos de tragos atras definidas sao fechadas para o subconjunto
T. Contudo, nao faremos isso directamente, pois o resultado serd coroldrio
do seguinte:

Proposicao. Sejam S e T staas. Entao,
1. T(NIL) = {¢},
2. T(palS)) = {e} UaT(S),
5. T(esc!(S,T)) = T(S) UT(T),
4. T(par(S,T))=T(S)®@7T(T).
Por outras palavras, 7 : STAA — T é um homomorfismo de Proc-algebras.

Prova. Os primeiros trés casos sao simples de verificar e o quarto é co-
roldrio do Lema 1.2.4. 1

Corolario. Sejam X,Y C Act* nao vazios e fechados para prefixos. Entao
X ®Y também o é.

Prova.  Pelo Exemplo (e exercicio 1.1.8-8) resulta que existem staas S e
T tais que X = 7(S) e Y = T(T). Logo, pelo teorema anterior existe um
staa, par(S,T), cujos tragos sdo exactamente os do conjunto X ® Y; logo,
novamente pelo Exemplo , X ® Y é nao vazio e fechado para prefixos. |

1.2.6

Lema. Sejam X, Y e Z conjuntos nao vazios de tracos, e fechados para
prefixos. Entao,
XeYeZ)=XeY)® Z.

Prova. Sendo os conjuntos nao vazios e fechados para prefixos, existem
staas S, T e U tais que X =7(S), Y =7(T) e Z =T (U). Tem-se entao:

X@Y®Z) = TS|(T|VU)) (7 éhomomorfismo.)
T(S|T)[JU) (Pelo Teorema 1.2.3, e = C ~7.)
= (X®Y)®Z (T éhomomorfismo.) 1

13



Teorema. A dlgebra T satisfaz as sequintes equagdes:

alz +y) = oz + oy,

L z+(y+z)=(x+y) +2,
2. r+0=uz,

S r+ty=y+ux,

4. c+x =1,

5. x|yl z) = (= ly)ll 2

6. |0 ==z,

7 xlly=ylz,

8.

9.

az || By = oz || By) + Blaz || y),

~
S

(@+y)llz=zllz+yl =

Prova. 1-4: imediato, pelas propriedades da uniao de conjuntos. 5: pelo
lema. 6,7: simples (pode provar-se via STAA, como no lema, ou directamente—
v. exercicio 1.2.7-7). 8: resulta da distributividade da concatenagao de lin-
guagens. 9: tem-se

{etUaX)®@ ({cfUpY) = {eju{e}®pYUaX ®{c}UaX ® Y
= {e}UaXUBY Ua(X®@pFY)UBaX®Y)
(Pelo exercicio 1.2.7-7.)
= {FuaXa{cupy)us(({etueX)aY).

10: resulta da distributividade de ® sobre a unido de conjuntos. |

1.2.7 Exercicios

1. Prove que em p,(S) se tem, dado qualquer ¢ € Act*, {z} 4 {y} sse

xLyemS.

2. Sejam S = (P,T,1) e T = (Q,U, ). Prove que em esc/(S,T) se tem,
dado qualquer t € Act”,

(a) (1,2) 5 (1,y) ssex 5y em S,

(b) se t# e entdo ) > (1,2) <= 1 > =,

14



(c) 0 L, 2 sse uma das seguintes condicoes se verificar:
e z=0et=c¢;
e ou z = (1,x) para algum = € P tal que ¢ L2 em S;

e ou z = (2,y) para algum y € @ tal que ) RR yem T.

3. Seja & um conjunto, e defina-se staa do modo habitual, mas com a
restricdo de que o conjunto de estados deve ser um subconjunto de £.
De acordo com esta definigdo, a classe STAA de todos os staas sera
um conjunto. Que propriedades deverd £ ter para que seja possivel
definir as operagoes NIL, p,, esc’ e par sobre STAA? Dé um exemplo
dum tal conjunto £ que seja contavel.

4. Considere a seguinte definicdo alternativa da operacao de prefixacao
por a:
Pa((P,T,2)) = (PU{P}, TU{(P,o,9)}, P) .

Justifique que o novo estado inicial é satisfatério. Analise esta solugao
em termos do exercicio anterior: ainda serd possivel existir um con-
junto & tal que STAA seja um conjunto fechado para ps?

wn

5. Seja Est a assinatura algébrica com os simbolos “e” (constante) e “.” (binério).
Seja STAAEs: a classe dos staas cujos estados sao termos de Tggt.

(a) Justifique que a classe STAAgg é um conjunto.

(b) Mostre que é possivel nesta classe definir operagoes andlogas a
NIL, p,, esc’ e par. [Sugestao: utilize @ em vez do conjunto vazio,
represente o conjunto singular {x} por .ex, o par (x,y) por .zy,
(1,z) por .ex e (2,x) por .e.ex.]

(¢) O conjunto Tgg é contavel. Diga como pode descrever, ainda
com base na assinatura Est, um conjunto de estados nao contavel
e que permita definir as operacoes acima.

6. Mostre que os staas aciclicos formam uma subédlgebra de STAA, e
designe-a por STAAA. Justifique que a relacao de isomorfismo é uma
relacdo de congruéncia sobre STAAA e mostre que a dlgebra STAAA /=
satisfaz a equagao

z+0=zx.

7. Sejam s,t,u € Act™ e X, Y C Act*. Prove que:

(a) s<it = s=t;

15



1.3 Linguagens de descricao de processos

Dada a estrutura algébrica dos processos, é natural descrevé-los por meio de
expressoes algébricas apropriadas. Por exemplo, vimos na seccao anterior
que podemos especificar o staa

{(1,{0h} {2, {01}

por meio da expressao pa(esc’(pg(NIL),p(NIL))), ou, equivalentemente,
recorrendo & assinatura Proc, pela expressao a(f + 7), que é um termo de
Tproc. Como vimos, esta expressao denota também o conjunto de tragos
{e,a,af,av}. Nesta secgao iremos utilizar linguagens baseadas na assina-
tura Proc para descrever processos.

1.3.1

Seja S = (P,T,7) um staa. Um estado = € P diz-se ciclico se existe algum

traco t de comprimento nao nulo tal que x L 2. S diz-se ciclico se tem

algum estado ciclico, e aciclico em caso contrario. Diremos também que S

é finito se for simultaneamente aciclico e tiver um numero finito de estados.
O comportamento dum staa finito é finito, no seguinte sentido:

Proposicao. Seja S um staa finito. Entdo existe n > 0 tal que qualquer
trago t € T(S) tem comprimento majorado por n.
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Prova. Seja N o numero de estados de S e assuma-se que existe um trago
aj...ay em 7(S). Entao existem estados x, ..., TN, com xg = 1, tais que
zo S B ... ey zn. Como sé hd N estados, terd de ter-se x; = x; para
algum par ¢ # j, e portanto S é ciclico, o que é uma contradigdo. Logo, o
comprimento méaximo dos tracos deSén < N —1. 1

Teorema. Seja P um termo de Proc. Entdo Pstaa € finito.
Prova. Por inducédo na estrutura dos termos. |

Deste teorema resulta que com os termos de Tp,oc apenas podemos es-
pecificar staas cujo comportamento é finito, o que exclui staas tao simples
como os seguintes:

©

(%
N
a

©

- o=

1.3.2

Para especificar staas nao finitos utilizaremos geradores e relagoes (v. apéndice).

Uma especificacdo de processo sobre um conjunto de geradores G é um par
(P, p), onde P € Tpoc(G) € p é um conjunto de relagoes em Tpyoc(G).

Notagao. Utilizaremos frequentemente P, P', Q, Q1,. .. para designar ter-
mos arbitrarios em Tp,oc(G), reservando A, B, B',C ... para os geradores.

Sao especificacoes de processo, por exemplo:
o (A {A=aA}),

(BA+7,{aAd = A}),

(A || B,{A=B,B=a+ A}),

(

(4,

A {ad = BAY),
0).
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Algumas destas especificagoes tém “solugoes”tnicas; por exemplo, a
unica maneira de respeitar a relacio A = aA em STAA ¢ atribuir ao gerador
A o staa

(v. exercicio 1.3.3-8), ou, em T, o conjunto de tragos {a}*. J& a especificacao
(P,{P = P}) tem multiplas solugoes, enquanto que (P,{aP = (Q}) nao
tem nenhuma, nem em STAA nem em T (verifique).

Exemplo. Seja V € G um gerador e p o conjunto singular com a sequinte
relagao:

V' = 1008.chocp.recolha.V + 200$.chocg.recolha.V .

A especificagao (V, p) representa uma maquina de venda de chocolates cujo
comportamento é o seguinte: o utilizador pode inserir uma moeda de 100$
(acgao 100$) ou de 200$ (acgao 200$), apds o que a maquina faz sair um
chocolate pequeno (acgao chocp) ou grande (acgao chocg), respectivamente;
nesse momento o utilizador recolhe o chocolate (ac¢do recolha), apés o que

18



a maquina regressa a condigao inicial. O staa denotado pela especificagao é

0

200
100$ \

(1,{0}) (2,{0})

choc

(1, {{0}}) (2, {{0}})

recolha

(L{{{0}}}) 2, {{{0}}})
1008 \ o8| \

Exercicio. Obtenha um staa ciclico, com um nimero finito de estados, e
com os mesmos tragos de menu (R7) do staa acima.

ecolha

1.3.3 Exercicios

1. Assuma Act = {a,b,c,d,e, f}. Represente graficamente os staas de-
notados pelos seguintes termos de processo.
(a) ab
(b) ab+ ba
(©) af®
(d) ablle
(e) a(blle)
(f) (cab+ acb) + abc
(g) cab+a(bllc)
(h) ab|| ed
(i) ab+ ac
G) alb+0)
(k) a(b+ cd) + a(ce + f)
(1) a(b+ ce) + a(ed + f)
)

(m) (a+0)|ec
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(n) (a4+0b)+c
(o) a+ (b+c¢)
(p) (allb)[lc

2. Escreva termos de processo que denotem staas isomorfos aos seguintes:

N
AN

g
A

:

|
ic

|
|

B

-T.?

3. Represente graficamente o staa denotado pelo termo ((a + b)||(c +
d)) | e-
4. Mostre que nenhum termo de processo denota um staa isomorfo a

«
O©—=<xe.
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10.

Modifique a especificacao da méquina de venda de chocolates de modo
a que apos inserir 100$ seja possivel inserir mais 100$ para comprar
um chocolate grande.

Modifique a especificacdo da méquina de venda de chocolates de modo
a que apds ter inserido 200$ seja possivel comprar dois chocolates
pequenos em vez de um grande.

Utilizando as mesmas acgoes (1008, 200$, chocp, chocg e recolha),
especifique uma maquina de venda de chocolates W que obedega as
seguintes restricoes:

(a) W nao obtém lucros nem perdas;

(b) W nao pode acumular um crédito de mais de 400$ (o que pode
impedir a colocagao duma moeda);

(¢) ndo hé espago para mais do que um chocolate & saida da maquina
(o que pode bloquear os botdes chocp e chocg).

Obtenha soluces em STAA, e mostre que sdo tnicas, para as seguintes
especificacoes de processo:

(a) (A, {A=ad});

(b) (4,{A = A+ [A});
(c) (A, {A=aBA+~yA});
(d) (A,{A=a(4]B)})

Para as trés primeiras alineas do exercicio anterior obtenha expressoes
regulares que denotem o conjunto de tragos do sistema especificado.

Seja Act = {inc,dec}. Considere a especificacao (Cy, p) dum conta-
dor, onde p é o conjunto (numeravel) de relagoes descrito a seguir:

Cyp = inc.(h
Cpnt1 = inc.Cpig +dec.C, (n>0)

(a) Obtenha uma solucao desta especificacao em STAA.

(b) Uma especificagdo alternativa (e finita) dum contador pode ser
dada por (C,{C = inc.(C'| dec)}). Com base no resultado do
exercicio 8d justifique que STAA nao é um bom modelo de pro-
Cessos.
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(c) Mostre que ambas as especificagoes denotam staas com os mesmos
tragos.

11. Especifique:

(a) uma pilha de booleanos;
(b

) uma fila de espera de booleanos;
(c) um saco de booleanos, sem utilizar |[;
)

(d) um saco de booleanos, com apenas uma relacao.

1.4 Bissimulacao

Nesta seccao estudaremos uma nocao de equivaléncia de staas que, ao contrario
das anteriores, nao é baseada numa nocao explicita de “observagao” (e.g.,
tragos, tracos de falha, etc). Esta nova equivaléncia, usualmente conhecida
por bissimulagdo, foi introduzida independentemente por Park e por Milner.

1.4.1

Sejam S = (P,T,2) e T = (Q, U, 7) dois staas. O nosso primeiro objectivo é
definir uma relacao ~ C P x () com o seguinte significado: x ~ y se o sistema
S tem, no estado x € P, o mesmo comportamento observavel que o sistema
T no estado y € Q. Para tal adoptaremos a seguinte “defini¢ao” circular:

ey { Vaep(e S a' = 3peqly Sy e o ~y)) e
VyeqW 2y = Fpeplz S e o/ ~y).

O significado intuitivo destas condicoes é o de que dois estados = e y sdo

equivalentes se conseguem imitar-se um ao outro: se x executa «, atingindo

um estado z’, entao y deve ser capaz de executar «, e além disso atingir um

estado y’ equivalente a x’; e 0 mesmo se é y que comega a executar (podemos

pensar nesta no¢ao como uma espécie de jogo).

Contudo, esta condi¢cdo nao constitui uma definicdo de ~, porque em
geral ha varias relagoes que a satisfazem. Uma solucao é considerar que xg e
Yo sao equivalentes, escrevendo g ~ o, se existe alguma relacao R C P x )
com as propriedades acima, i.e., tal que, para quaisquer z € P e y € @,

Vorep(x L = Jyeqy Ly e 2’ Ry")) e

TRy <—
4 { Vyreq(y Ly = Fpep(z 22 e 2'RyY)),
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e tal que xgoRyg. Diremos que uma tal relagao R é de imitagcdo. Portanto
estamos a definir:

T~y PN xRy para alguma relacao de imitacao R ;
ou, equivalentemente,
Nd:er{RQPx Q@ | R é de imitacao } .

Uma forma elegante de resumir estes conceitos é o seguinte: defina-se uma
funcao ¢ : 2P%@ — 2P%XQ ta] que

f « o
o(R) = {(z,y) e PxQ | Vpep(z =2 =Iyecqly—vy e 2'RY))
e Vyeoly =y = Jwep(x =2’ e 2'Ry))};

A condigdo de que R é de imitacdo pode agora ser simplesmente expressa
pela equagao R = ¢(R); isto é, as relagdes de imitacao sdo exactamente os
pontos fixos da funcao ¢.

Proposicao. A funcdo ¢ € mondtona.
Prova. Se R C R’ entdo (x,y) € ¢(R) significa que

Vaep(® =2’ = 3yeqly >y e 2/RY)) e
Vyeq(y Ly = Jpep(z X2 e ' Ry")) .

Se R C R’ tem-se que 2’ R'y’ sempre que 2’ Ry’, e portanto também se tem

Vorep(x L0 = dyeqy Ly e 2'R'y)) e
Vyreq(y Ly = Fpepz S 2 e 2'RY)),

isto 6, (v,y) € ¢(R'). 1

Da teoria dos reticulados (v. [3, 4]) resulta imediatamente que ¢ tem
um ponto fixo, e que existe o maior de todos os seus pontos fixos; este é
explicitamente dado por [J{R C P x @ | R = ¢(R)}, ou seja, coincide
precisamente com a relacao ~, a qual é portanto também uma relacao de
imitacao, e em particular a maior de todas elas.
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1.4.2

Os resultados acima mostram que para estabelecer z ~ y basta encontrar
uma relacao de imitacdo R tal que zRy. Mas ha ainda um modo mais
simples: da teoria dos reticulados resulta também que o maior ponto fixo
duma fun¢ao mondtona coincide com o maior pré-ponto-fixo; neste caso isso
significa que a relacdo ~ pode também ser dada por

~=J{RSPxQ|RC&R)}.

A um pré-ponto-fixo de ¢, i.e., uma relagao tal que R C ¢(R), chamaremos
uma relacao de bissimula¢ao, ou simplesmente uma bissimulag¢do. Por outras
palavras, uma bissimulagao é uma relacao R tal que

o @
cRy = | Yoer(@ :B,’ = Jyeqly — yi e wiRy:)) e
Vyeq(y =y = Jpep(r = 2" e 2'RyY')),
e tem-se
Teorema. z ~ y sse existe uma bissimulacdo R tal que xRy.

Dados staas S = (P,T,2) e T = (Q, U, j) diremos que uma bissimulacao
R C P x @Q é uma bissimulacdo entre S e T. A uma bissimulacao entre S e
S chamaremos também uma bissimulacdo sobre S, ou em S.

1.4.3

Sejam S e T staas. Diremos que S = (P, T,1) e T = (Q, U, 7) sao bissimilares,
ou bisstmuldveis, se 1 ~ .

Exemplo. Os seguintes staas, com estados iniciais 0 e 0’, sao bissimilares:

0 o

o SN
1 1/ 1"

/| | el N
2 2/ 2// 2///

A relagao
{(0,07),(1,1),(1,1"),(2,2),(2,2"),(2,2")}

é uma bissimulagao.
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Teorema. Sejam S; = (P1,T1,11), So = (P2, T5,12) € Sz = (Ps3,T3,13)
staas.

1. Ap, é uma bissimulacdo sobre Sy.

2. Se R C Py x Py € uma bissimulacdo entre S1 e So entdo a relacdo

R~ = {(y,x) | xRy}
€ uma bissimula¢do entre So e Sy.

3. Se R C Py x Py ¢ uma bissimulacdo entre S1 e So e S C Py x Py €
uma bissimulacdo entre So e Sz entdo S o R é uma bissimulacdo entre

Sl e 53.

4. Se {R;}ier € uma familia de bissimulagoes (indexada por um conjunto
I arbitrdrio) entre Sy e Sz, entdo também o € a relagio | J;c; R;.

1.4.4

Sejam S = (P,T,2) e T = (Q,U, ) staas. Dizemos que uma relagao R C
P x @Q é uma bissimulacdo a menos de ~ se

o 8%
Ry = Vwep(z = &' = Jpepy yeqly =y e o' ~2"Ry" ~y')) e
(0% (6%
Vyey =y = Joarepyreq(ez = 2’ e 2’ ~a"Ry" ~ ),
Por outras palavras, R é uma bissimulacao a menos de ~ sse

RC ¢(~1oRon~s),

onde ~g e ~T representam as relacoes de bissimilaridade sobre S e T, res-
pectivamente.

Teorema. Sejam S = (P,T,1) e T =(Q,U,)) staas, e seja R uma bissi-
mulagcdo a menos de ~ entre S e T. Entdo:

1. ~1 0o Ro~g € uma bissimulacdo entre S e T.
2. xRy =z ~y.

Prova. E simples ver que a operacdo j : 2PX@ — 2PXQ@ definida por
§(8) = ~10S0~g é um operador de fecho em 2°*%. Além disso o operador
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¢ preserva os elementos fechados, i.e., j(¢#(S)) = ¢(S) se j(S) = S (v.
exercicio 1.4.13-3). Daqui resulta que qb( i(R)) é echado e que portanto

RC ¢(j(R) < j(R) Co(j(R)) -
Logo, j(R) é uma bissimulacdo porque R é uma bissimulacdo a menos de
~. Sejam agora z e y estados tais que zRy. Tem-se entao (z,y) € j(R)
por uma das propriedades dos operadores de fecho, e portanto = e y sdo
bissimilares. |}

1.4.5

Dado um staa S = (P, T,7) e um estado x € P, definimos
RT (z) & RT (staa((P, T, z))) ;

RT (x) é portanto o conjunto de tragos de menu observiveis a partir do
estado x.

Lema. Sejam S=(P,T,1) e T =(Q,U,)) staas, t € Peye Q. Sex~y
entao RT (z) = RT (y).

Prova.  (Esbogo.) Seja x ~ y e (Xo,01,...,X,) € RT(z). Prova-se
que (Xg,a1,...,Xy) € RT (y), por inducdo em n, donde resulta R7 (x) C
RT (y). Por simetria conclui-se que R7 (y) € RT (z). |1

Teorema. ~ C ~g7.

Prova. Sejam S = (P,T,2) e T =(Q,U, ). Tem-se S ~g7 T sse R7 (1) =
RT(y), e portanto, pelo Lema, S ~g7 T se S ~ T. O facto de que ~ # ~gr
resulta do contra-exemplo seguinte:

PN
N
I A

b

d

Estes dois staas tém os mesmos tracos de menu mas nao sao bissimilares
(verifique). |
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1.4.6

Teorema. A relacdo de bissimilaridade entre staas, ~, € uma relagao de
congruéncia sobre STAA.

Aos elementos da dlgebra STAA /~ chamamos staas mddulo bissimulagao,
ou staas a menos de bissimulacdo. Nas situagoes em que a relacao de equi-
valéncia comportamental de staas é a bissimilaridade os processos sao justa-
mente os staas a menos de bissimulagdo. O quociente STAA /~ é portanto o
nosso primeiro modelo de processos para a bissimilaridade, e, como vimos,
tem uma estrutura de Proc-dlgebra.

1.4.7

Teorema. A dlgebra STAA/~ satisfaz as sequintes equagoes:

~

r+(y+z)=(r+y) +z
z+ 0=z,
THY=y+zx,
r+r=u,
zllyllz) = (zlly) I =
)0 =2z,

zlly=ylz,

(O i) (20 Biys) =

- Z i H(Z Biyj)) + Z ﬁj((z ;i) || y5)
i=1 j=1 j=1 =1

(m,n >1).

o RS G e e

Nota: S, P ¥ P+ ...+ P,

Como se vé, as propriedades algébricas de STAA /~ sdo semelhantes as
do modelo T, mas agora as equagoes que envolvem distributividade sobre a
soma,

alr+y) = ar+tay,
@+y)llz = zllz+yllz,
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estao ausentes, e a equagao

az || By = a(z || By) + Blax || y)

foi substituida por um conjunto numerével de equagoes (alinea 8 do Teo-
rema). Por exemplo, em T podiamos provar

(a4 B) Iy = ay+ By +~v(a+B)

aplicando as trés equagoes acima, enquanto agora aplicamos directamente o
caso n =2, m = 1 da alinea 8 do Teorema.

1.4.8

Vimos como se pode descrever as propriedades algébricas de STAA/~ uti-
lizando um conjunto numeravel de axiomas. Vamos agora ver uma axio-
matizacao alternativa com um nuimero finito de axiomas (se Act for finito).
Para tal introduzimos uma “operagao auxiliar’representada pelo simbolo
bindrio |, chamado de composi¢ao a esquerda. A ideia é a de que S| T
se comporta como S| T, mas com a diferenca de que T sé pode executar
alguma accao depois de S ter executado pelo menos uma.
Como axiomas utilizaremos os seguintes:

Lo+ (y+z)=(+y) +z
2. z+0=rz,

. x+y=y+uz,

4. z+z =z,
Soxlly=zly+yle,

6. (zlly)Lz==lyl =)

7. axlly=a(z|y),

8. (z+y)llz=z|z+y| 2
9. 0|l z=0,

10. z || 0 ==.
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Exercicio. Prove, utilizando estes axiomas, que

zl(yllz) = (@lyllz,
z]|0 = =z,
zly = ylz.

Exercicio. Defina uma interpretagao apropriada para o simbolo | em
STAA, de modo que ~ seja uma congruéncia em STAA e os axiomas acima
sejam satisfeitos em STAA/~.

1.4.9

Vamos agora examinar brevemente um modelo concreto de processos para
bissimulagao, para processos finitos. No que se segue ignoramos a operagao
de composigao paralela.

Defina-se a familia de conjuntos {Bj }new, onde By = {0} e, para cada
n € w, Bpyp = 24%Bn e seja

def
B < J Bn .
new

Os elementos de Bg, sd@o conjuntos da forma {(a, X),(5,Y),...}, onde
a,B,...€ Act e X,Y,... € Bgan.

P . _ oActxBg
Exercicio. Verifique que Bg, = 2; .

O conjunto Bg, é uma &lgebra para a assinatura Proc™ cujos simbolos
sdo os de Proc excepto |: o processo nulo é ), a prefixacao é dada por
aX ={{a,X)} easomapor X +Y =XUY.

Exemplo. (af+vy(a+ 5))Bg, ¢ 0 conjunto

{{a, {(B,0)}), (v: {{e, 0), (B,0) 1) } -

1.4.10

Podemos equipar o conjunto Bg, com uma relagao de transicao 1, obtendo
um sistema de transigao (Bgy, T'), do seguinte modo:

X3y & v eX.

Cada conjunto X € Bg, dé portanto origem a um staa com estado inicial
X, nomeadamente staa((Bgy, T, X)), que designaremos também por X.
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Exemplo. O conjunto X = (af + v(« + 3))B,, obtido no Exemplo 1.4.9
tem o staa seguinte:

B, 001, (v, {{ex
@)/ \
\ /

Teorema. Para quaisquer X,Y € Bgy, tem-se X ~Y sse X =Y.

8:0)}

Prova. Basta provar X ~Y = X =Y, porque qualquer staa ¢ bissimilar
a si préprio. Defina-se, para cada Z € Bgy, 7(Z) como o menor n para o
qual Z € B,,. Vamos fazer a prova por inducao em 7(X). Se r(X) = 0 entdo
X =0, e X ~Y significa que Y nao tem transicoes, ou, equivalentemente,
nao contém qualquer par ordenado da forma (a, Z), o que significa que é
vazio porque os elementos de Y sao necessariamente pares ordenados desta
forma. Suponha-se agora 7(X) > 1. Se X % X’ entdo existe Y tal que Y %
Y'e X' ~Y'. Mas é facil verificar que se X % X' entao 7(X') < r(X) —1,
e portanto conclui-se X’ = Y”, por hipétese de inducao. Isto mostra, para
qualquer o € Act e X' € Bgy, que se (o, X’) € X entdo (o, X') € Y, ou
seja, X C Y. Suponha-se agora Y = Y’. Entéo existe X’ tal que X = X’
e X' ~Y’. Novamente por hipdtese de inducao concluimos que X’ = Y’
porque 7(X') <r(X)—1, e portanto Y C X. |

1.4.11

Seja S = (P,T,2) um staa finito. Para cada estado x € P definimos um
conjunto B(z) do modo seguinte:

B(z) € {{,Y) € Act x Bgy | 3yep((x S y) A (B(y) = Y))} .

Esta é uma definicao recursiva que se justifica porque o staa é por hipdtese
finito.

Exercicio. Verifique esta tultima asser¢do. [Sugestao: a finitude de S im-
plica que para cada estado x hd um maximo m(z) € w para o comprimento

dos tracos ¢ tais que x -, e se © - y entdo m(y) < m(z).]

def

Agora a partir de S construimos o conjunto B(S) = B(z), e obtemos
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Teorema. 1. A funcdo B : STAAg, — Bgn € um homomorfismo, rela-
tivamente a assinatura Proc™.

2. Qualquer staa finito S € bissimilar a B(S).
[Nota: STAAg, é a subdlgebra de STAA cujos elementos sao os staas finitos.]

Corolario. Sejam P,Q € Tp,.-. Entdo Pstan ~ Qstaa sse Pp,, =
Pg,, .

Estes resultados mostram que Bg, ¢ um bom dominio semantico para a
bissimulag@o, no caso dos processos finitos.

1.4.12

Poderemos generalizar as construcoes anteriores para o caso de staas nao
finitos? A resposta em geral é negativa, pelo menos se desejarmos permane-
cer dentro da teoria de conjuntos “classica”, pela qual entendemos a teoria
ZFC (v. por exemplo Johnstone [6]). Para ter uma breve ideia de um dos
problemas envolvidos, suponha-se que é dado o staa

©

U

«

Se tentarmos daqui obter um conjunto de modo andlogo ao que foi utili-
zado na definicao recursiva da seccao anterior, obteremos o “conjunto” X =
{{a, X)}. Se admitirmos que existe um conjunto X nestas condigoes ob-
teremos, segundo a representacao habitual de pares ordenados em teoria de

conjuntos,
X = {{a}v{avX}} >

e portanto X pertence a um conjunto ({c, X}) que pertence a X. E sim-
ples ver que a existéncia deste conjunto viola o axioma da fundagao. Um
tratamento de conjuntos nao-bem-fundados pode encontrar-se em Aczel [1],
onde o axioma da fundacao é substituido por um outro axioma, chamado
de anti-fundacado.
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1.4.13 Exercicios

1. Quais dos seguintes pares de staas sao bissimilares? Justifique.

N N
| ;

©
©

< o<~

©

®
VAN
[ [
2. Complete a prova do Lema 1.4.5.

3. [Completagao da prova do Teorema 1.4.4.] Seja (L, <) um reticulado
completo. Diz-se que uma funcao j : L — L é um operador de fecho
se satisfaz as trés condicOes seguintes, para quaisquer z,y € L:

oz < j(x)

o x<y=jx) <jy)

o j(i(x) =j(z)
Diz-se também que um elemento = € L é fechado (relativamente a j)
se x = j(x).

(a) Justifique que um elemento x € L é fechado sse existe y € L
tal que x = j(y), e que portanto os elementos fechados de L sao
exactamente os elementos da imagem j(L).
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(b) Prove que qualquer operador de fecho j satisfaz a condigao
< jly) <= jz) <jy) .

(¢) Prove que a fungao j da prova do Teorema 1.4.4 é um operador de
fecho em (2F*@ C): isto é, que satisfaz, para quaisquer S, S’ C
P xQ:
i 5Cj(s)
i §CS = j(S)Cis)
iii. j(5(5)) = 3(5)
(d) Prove que a fungao ¢ transforma elementos fechados em elemen-
tos fechados.

(e) Justifique que para qualquer S C P x @ se tem

S Co((9) <= 4(S) Co(i(9)) -

1.5 Semantica operacional estrutural

No que se segue assumiremos que dispomos de um conjunto de geradores GG
e de um conjunto de relagdes p C Tproc(G) X Tproc(G), fixos.

Definimos agora uma relagao de transicdo — sobre o conjunto de termos
Tproc(G), como sendo o menor subconjunto de Tp,oc(G) X Act X Tproc(G)
fechado para as seguintes regras de inferéncia:

Act —_—
aP—P
Sum; iapl Sum, Lg/
P+Q P/ P+Q2Q
Com; — P=P Com, —929
PlQ=P"|Q Pl Q=P|Q
Con, (PQep. PoP Con, (PQEr. Q%'

QP! PEQ

Cada regra 4 deve ler-se “p se II”; II é o conjunto de premissas e ¢ é
a conclusdo da regra. Por exemplo, a regra Sum; diz-nos que se para
dois termos de processo P e P’ se tem P -5 P’ entdo ter-se-4 também
P+ Q 3 P, para qualquer termo Q; a regra Act, que nao tem premissas,
diz-nos simplesmente que h4 uma transicio aP > P para qualquer termo

P.
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O st assim definido,

50856, (Toroc (G), =) ,

é designado por semantica operacional estrutural (SOS) da linguagem Tp,oc(G).
[A expressao “SOS”vem do inglés “Structured Operational Semantics”.]

Exercicio. Mostre que se tem abc + (d || ef) = d|| f.

1.5.1

A SOS permite obter staas para especificaces de processo dum modo dife-
rente do que vimos anteriormente.

Definigao. Seja P um termo de processo. Define-se o staa SOS(P) como
sendo staa(S), onde S é o sta que resulta de equipar SOSq,, com o estado
inicial P.

Notagao. Normalmente escreveremos apenas P em vez de SOS(P).

Exemplo. 1. ab(c+ de) tem o staa seguinte, com estado inicial ab(c +
de):
ab(c + de)

a

b(c+ de)

2. Suponha que o conjunto de geradores é G = {A} e que existe uma
Unica relagdo dada por A = aSA. Entdo A tem o staa seguinte, com
estado inicial A:

A

«

b
B

)
A

o L
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1.5.2

Teorema. Seja P € Tproc. Entdo P ~ Psraa-
Prova. Por inducao estrutural. |
Corolario. Sejam P,Q € Tproc. Entdo P ~ Q) sse Psras ~ QSTAA-

O Teorema mostra que a semantica algébrica vista anteriormente, em
que cada termo de processo denota um elemento da algebra STAA/~, é
equivalente a SOS, no caso de termos de processo sem geradores. Um re-
sultado andlogo no caso geral com geradores é mais complicado de provar,
envolvendo em particular a questao de quais especificagoes de processo tém
solugdo em ST AA/~, e nao serd abordado aqui.

1.5.3 Exercicios
1. Prove o Teorema 1.5.2.
2. Seja G = {C,Cy,C1,Cy,...} e seja p o conjunto de relagoes seguintes:
C = inc.(C| dec)

Co
Cpn+1 = 1inc.Chyg +dec.C) (n>0)

inc.Cy

(a) Desenhe (parte d)os staas SOS(C) e SOS(Cp).
(b) Mostre que em SOSq,, se tem C ~ Cp. [Sugestao: ¢ til usar a
no¢ao de bissimulagao a menos de ~ da Secgao 1.4.4.]

Nota: Este exercicio mostra que as especificacoes de contadores do
exercicio 1.3.3-10 sao equivalentes se a equivaléncia de processos adop-
tada for a bissimilaridade (ou outra mais fraca).
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Capitulo 2

Notas de 1998/99

Este capitulo contém adendas e correcgoes ao livro Communication and Con-
currency de R. Milner [7].

2.1 Unicidade de pontos fixos (= solugoes tinicas
de equagoes) médulo bissimilaridade forte

Definicao. Seja X um conjunto de wvaridveis, disjunto de KC, e cujos ele-
mentos denotamos por X, Y, Z, X', X1, etc. Uma expressio sobre X é um
elemento de P(K U X). Denotamos as expressoes por E, F, G, E', Fy, etc.

Nota. Uma equacao de definigdo continua a ser da forma A def P, onde
A€ K eP e P(K), e definimos uma relacao de transi¢ao sobre o conjunto
de expressoes da maneira habitual. Em particular, resulta que das varidveis
nao partem quaisquer transicoes.

Notagao. Escrevemos F{P/X} para a expressao que resulta de substituir
todas as ocorréncias da varidvel X pelo agente P em E.

Definicao. Uma varidvel X é guardada em E se ocorre sempre em subex-
pressoes de I da forma o FE’. Diz-se que uma expressao é guardada se todas
as suas varidveis sao guardadas.

O objectivo é provar o seguinte teorema:
Teorema. Seja I um conjunto e sejam dadas as sequintes familias:

e de agentes P = {P;}icr
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o de agentes Q = {Qi}ier
o de varidveis X = {Xitier
o de expressies guardadas E = {E;}ic;, sobre as varidveis de X

Se para cada i € I se tiver

entio P ~ Q (i.e., P; ~ Q; para qualquer i € I).

[Nota: escrevemos F (]5) para representar a substituicao em £ de X; por
P; para todos os valores ¢ € 1.]

Para provar este teorema recorremos primeiro ao seguinte lema, que nos
diz que numa expressao guardada a primeira transicao nao depende dos
agentes com os quais instanciamos as variaveis:

Lema. Seja E uma expressio guardada sobre as varidveis duma familia
contdvel X = {X; }zel de varidveis, e seja P = {P;}Yic; uma familia de agen-
tes. Entio, se E(P) % P' tem-se P' = E'(P) para alguma expressao (ndo
necessariamente guardada) sobre X & para qualquer familia Q = {Qi}ier
de agentes, hd uma transicio E(Q) > E'(Q).

Prova. Seja E uma expressao nas condigoes do lema, tal que E(]E’) P
A prova serd por inducgao na estrutura de E.

1. Caso E =Y, Y uma varidvel. Entao Y ¢ X porque por hipétese F
é guardada. Mas entao E(P) = Y nao tem quaisquer transigoes, um
absurdo, o que mostra que F nao pode ser uma variavel.

2. Caso EF = 0. Este caso também é impossivel porque 0 nao tem
transicoes.

3. Caso E = A, A uma constante, onde A © R (R um agente). Entao
A% Plseesése RS P além disso um tal P’ ndo tem varidveis e
portanto faz-se £/ = P’

4. Caso F = 3.F, I' uma expressao, (3 € Act. Agora tem-se E(P) P
se e sése « = e PP= F(P). Entéo o resultado obtém-se fazendo
E' =F.
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5. Caso E = Fy + Fy. Entio E;(P) % P’ para algum i = 1,2. Mas
E; ¢ subexpressao de E, e por hipdtese de indugao concluimos que
P’ = E'(P) para alguma expressio E', e que F;(Q) = E'(Q). Logo,

— 3
E(Q) = E'(Q).

6. Caso E = E) | Fy. Agora hé trés casos possiveis:

(a) P' = P"|Ey(P), com Ei(P) % P”. Como Ej é subexpressao
de E conclui-se, pela hipétese de indugdo, que P” é da forma
E}(P) e que El(Q)~ﬂ> E1(Q) Mas entao, fazendo E' = E{| Es
obtém-se P’ = E'(P) e E(Q) = E'(Q).

(b) P' = Ey(P)|P", com Ey(P) % P". Este caso é andlogo ao
anterior.

(c) P' = P]| Py, onde E;(P) EN P e Ey(P) 4 P}, para alguma
etiqueta £. Agora, por hipdtese de indugao, existem expressoes E}
e E), tais que P! = F!(P) parai = 1,2, e tais que F;(P) =X E/(P)
e Ey(P) 4 E)(P). Entao basta fazer E' = E/ | Eb.

7. Caso E = F\L. Agora tem-se ~F(Is) gi P", com P" = P"\L. Por
hipétese de inducdo, P” = F(P) e F(Q) = F(Q), donde fazemos
E' = F\L.

8. Caso E = F[f]. Agora tem-se F(P) Zop , com P'=P"[fle f(B) =
= F(P) e F(Q) LAY F(Q), donde

a. Por hipétese de inducao, P”
fazemos E' = F[f]. 1

Prova do teorema:

Prova. Queremos mostrar que para cada ¢ € I se tem P; ~ ();, e para tal
vamos mostrar que a relagao

R={{E(P),E(Q)) | Vars(E) C X}

é uma bissimulagao a menos de bissimilaridade. (Note-se que a expressao F
acima é qualquer, desde que as suas varidveis sejam todas escolhidas de X,
e portanto inclui o caso ¥ = Xj;, caso em que se obtém P;R@);, o que nos
permitird concluir P; ~ @;.) Por simetria basta provar

E(P) %P =30(EQ) %Q NP ~R~Q).
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Assuma-se entdo F(P) % P’. Como por hipétese P ~ E(P) e a bissimi-
laridade forte é uma congruéncia para todas as operacoes utilizadas para
construir F (que nao contém varidveis livres depois de feita a substitui¢ao),
resulta E(P) ~ E(E(P)). Portanto E(E(P)) % P" para algum P” tal que
P’ ~ P". Agora note-se que E(E(P)) = E(E)(P) e que a expressio E(E)
é guardada. Logo, pelo lema concluimos que P’ = E'(P) para alguma ex-
pressao ' com varigveis de X, e que E(E)(Q) = E'(Q). Agora, como por
hipdtese E(Q) Q, e novamente por ~ ser congruéncia, deve existir Q’
bissimilar a E'(Q) tal que E(Q) = @'. Portanto tem-se

P' ~ E'(P)RE'Q) ~ Q'

o que termina a prova. 1

2.2 Unicidade de pontos fixos (= solugoes tinicas
de equagoes) médulo congruéncia observacio-
nal

No que se segue, V denota uma familia {Vi}ier, onde I é um conjunto fixo.

Expressdes como P / X denotam a substitui¢do de X; por P; para qualquer

i € I, e expressoes como P ~ @ denotam a afirmagao de que P; ~ @); para

qualquer i € I; uma expressao como X € X significa X = X; para algum
1€ 1.

Lema. Sejam P,Q € P(K). Entdo tem-se P ~ Q) se e sé se ambas as
condigoes sequintes se verificam, para quaisquer agentes P e Q':

rP2p = HQ/(Q%Q//\P/R‘JQ,)
Q2Q = 3p(PEP AP ~Q)

Prova. Exercicio. |

Lema. Sejam P,Q € P(K). Se P ~ @Q entao, para quaisquer agentes P’ e
Q'

PSP = F0Q=Q NP =Q)
Q=>Q = Ip(PSP AP =Q)

Prova. Exercicio. |
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Lema. (Milner, Lemma 7.12) Seja E uma expressao fortemente guar-
dada e sequencial com varidveis tiradas apenas da sequéncia X, e seja
E(ZS) % P'. Entdo existe uma expressio F com varidveis sé de X tal
que P' = F(P) e tal que para qualquer Q se verifica E(Q) = F(Q). Além
disto, F' € necessariamente sequencial e, se o« = 7, é guardada.

Lema. Seja E uma expressao fortemente guardada e sequencial com varidveis

tiradas apenas da sequéncia X, e seja E(P) =5 f’. Entao existe uma ex-

pressao F' com varidveis s6 de X tal que P’ = F(P) e tal que para qualquer
Q se verifica E(Q) == F(Q). Além disto, F' ¢ necessariamente sequencial.

Prova.  Assuma-se E(P) = p (n >0). A prova é por indugao em n. A

base é o caso n = 0, que resulta imediatamente do lema anterior. Se n > 0
~ ~ n—1

entdo temos, também pelo lema anterior, E(P) = F'(P) "— % P’ com F'

fortemente guardada e sequencial, de tal maneira que E(Q) — F'(Q). Por

hipotese de indugao resulta que P=F (P~) para alguma expressao sequencial
F, e que F(Q) =2 F(Q), pelo que B(Q) = F(Q). I

Teorema. Seja E = {Ei}icr uma familia de expressies fortemente guar-
dadas e sequenciais, com varidveis livres tiradas de X = {Xi}ier, e sejam
P ={Pi}icr e Q ={Qi}ticr familias de agentes tais que

~ B{P/X}

~ E{Q/X}

O "

Entio P ~ Q

Prova. Queremos mostrar que para cada ¢ € I se tem P; ~ ();, e para tal
vamos mostrar que a relacio

p={(E(P),E(Q)) | Vars(E) C X e E é sequencial}
satisfaz a condicao
E(]s) 2P = HQ/(E(Q) = Q N P =~p~ Q/) .

Por simetria resultarda que p é uma bissimulagdo fraca a menos de bissimi-
laridade fraca, donde ~p= é uma bissimulagao fraca, e portanto ter-se-a
E(p) ~F (Q) (note-se que E' é uma expressao sequencial qualquer, desde
que as suas varidveis sejam todas escolhidas de X, e portanto inclui o caso
FE = X;, caso em que se obtém P, p ();, o que nos permitird concluir

40



P ~ Q;.) Assuma-se entdao E(P) = P’. Como por hipétese P ~ E(P)
e a congruéncia observacional é uma congruéncia para todas as operagoes
utilizadas para construir E' (que ndo contém varidveis livres depois de feita
a substituicao), resulta E(P) ~ E(E(P)). Portanto E(E(P)) & P para
algum P” tal que P’ ~ P”. Assuma-se E(E((P)) == P" = P”, e note-se
que E(E(P)) = E(E)(P) e que a expressio E(E) é fortemente guardada,
porque todas as expressoes de E o sao, e sequencial porque todas estas sao
e E também é. Logo, pelo lema anterior concluimos que P deve ser da
forma E'(P) com E’ sequencial e que E(E(Q)) = E'(Q). Agora hé dois
casos: (1) se P" = P", de E(E(Q)) ~ E(Q) obtemos que existe Q' tal
que E(Q) 2 Q' e P’ ~ Q', onde se tem P' ~ P" p E'(Q) ~ Q' e por-

tanto P’ ~pa Q' como pretendido. Caso (2): Se P = P" temos, porque
E'(P) ~ E'(E(P)), que existe E tal que P" ~ E"(P) e E'(E(P)) = E"(P)
e, novamente pelo lema anterior, tal que E'(E(Q)) = E”(Q), pois E'(E) ¢

sequencial e fortemente guardada. Mas entdo tem-se E(E(Q)) = E"(Q), e

portanto, como E(E(Q)) ~ E(Q), resulta que existe Q' tal que F(Q) = Q'

e E"(Q) =~ @'; resumindo, temos P’ ~ P" ~ E"(P) p E"(Q) = @', donde
P’ ~p~ @', o que conclui a demonstracao.

2.3 Sistemas com numero finito de estados

Proposigao. Se P € P(() entao o sta de P tem um nimero finito de
estados.

Prova. Por indugao estrutural:
1. P = 0—Trivial.

2. P = a.QQ—Os estados sdo P e os estados do sta de @, que sdo em
numero finito por hipétese de inducgao.

3. P =P, + P,—Os estados sao P; + P, e todos os estados acessiveis a
partir de P; e P», que por hipétese de indugao sdo em nimero finito.

4. P = Py | P,—Por hipétese de inducao os nimeros de estados de P; e
de P» sao finitos. Sejam eles ny e no. E facil ver que o nimero de
estados de P; | P2 é necessariamente menor ou igual a nj X ns.

5. P = Q\L—E facil de ver que o nimero de estados de P ¢ inferior ou
igual ao ntimero de estados de @), que por hipdtese de inducao é finito.

6. P = Q[f]—Anslogo ao caso anterior. |1
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. ~def =7, ~ .~
Teorema. Sejam A &) E{A/X} n equagées de definicio (n € w), onde
as expressoes E sdo sequenciais com varidveis em X. Entdo o nimero de
estados de Ay € finito.

[Antes de provar este teorema convém dar um exemplo para motivar o
porqué do conjunto X da prova abaixo; por exemplo A def afA+ a(A +
B)+v|laeBY¥ 334+ A+ B)

Prova.  Seja

¥ ={Ay,...,A,} U {subagentes de algum E;{A/X} } U

U {estados dos stas dos subagentes em que nao ocorre nenhum A;} .

Note-se que o conjunto X € finito, pois o nimero de subagentes envolvidos é
necessariamente finito, e para cada agente em que nao surge nenhuma cons-
tante o respectivo sta tem necessariamente um ndmero finito de estados,
pela proposigao anterior. Vamos mostrar que X é fechado para transicoes,
concluindo portanto a demonstracdo. Seja P € %, tal que P > P’. Mostra-
remos que necessariamente P’ € X, por inducao na maior profundidade das
derivacoes de P = P'.

1. Primeiro assumimos que em P ocorre alguma constante A;, sendo P
portanto A; ou subagente de algum agente F;{A/X}. Note-se também
que P nao pode ser da forma P; | Py, Q\L ou Q][ f], porque por hipétese
as expressoes sao sequenciais, o que nos conduz aos casos seguintes.

(a) Se P = A; entdao E;{A/X} % P'. Como F;{A/X} € %, por
hipétese de inducao concluimos que P’ € 3.

(b) Se P = 3.P" entao o = f e P’ = P’, pelo que P” é subagente
de P, e portanto P” € 3.

(c) Se P = P+ P, entdo P; % P’ para algum i = 1,2, e por hipStese
de inducao obtém-se P’ € X.

2. Agora assumimos que em P nao ocorre nenhuma constante A;. Por-
tanto P é um estado dum subagente de algum E;{A/X} em que nao
ocorrem constantes, e todos os estados acessiveis a partir dele estao
também em X, por construcao de . Logo, P’ € ¥. |
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2.4 Légica de Hennessy e Milner (HML)

A légica de Hennessy e Milner (HML) é um modo de generalizar a equi-
valéncia de tracos a fim de obter equivaléncias mais fortes. O objectivo
é mesmo mostrar que a bissimilaridade forte pode ser definida como uma
equivaléncia de “tragos generalizados”em que

p ~ q <= paraqualquer “tracogeneralizado” ¢, p RN q 2.

O objectivo deste capitulo é analisar em que medida isto é possivel.
Primeiro recorde-se que a relagao “um estado x dum st tem o traco t”,

t S .
que escrevemos & —, pode ser definida indutivamente por:
&€
e I —
at ’ . e} t
e T — se e soOseexiste y tal que x — y ey —

Os “tragos generalizados”, a que chamamos férmulas (de HML), genera~
lizam simultaneamente a nogao de trago e a de férmula proposicional:

Definicao. As formulas de HML sao definidas indutivamente como se se-
gue.

e T é uma férmula.
e Se ¢ e 1 sao formulas entao —p e p A 1 sao férmulas.
e Se p é uma férmula e  é uma acgao entdo ()¢ é uma férmula.

O conjunto das féormulas é denotado por Lymr..

Intuitivamente, T representa o “trago generalizado”vazio € e («)p repre-

. ~ Y : .

senta o “traco generalizado” ap. A relagao “x —7é agora escrita x = p e é
definida como se segue:

Definigao. Seja (P,—) um st e z € P. Definimos uma relacdo £ C P x
Lpwmr, indutivamente:

e x|=T.
e r|=—-pseesdsext~p.
erz=pAYseesésex=pex1.

e = = () se e s6 se existe um estado y € P tal que 2 > y e y |= .
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Quando z = ¢ dizemos que z satisfaz ¢, e a relacao F é designada por
relacao de sastisfacao.

Intuitivamente, a satisfagdo x = ¢ é a versao generalizada de x ter o
“trago” , mas também é uma generalizagao da satisfacao habitual da légica
proposicional.

A equivaléncia de “tracos generalizados”é designada por equivaléncia
logica e define-se como se segue.

Definicao. Dois estados x e y dum st sao logicamente equivalentes se para
qualquer féormula ¢ se tem = = ¢ < y = ¢, e escrevemos T ~pmr, Y-

Para além das férmulas definidas acima, também se utilizam outras como
abreviaturas das primeiras:

Definigao.
1 = =T
pVY = ()
[ale = —(a)-p

Exercicio. Mostre que num st (P, —) se tem, para qualquer =z € P

1.z = L.

2.z EpViseesdsex = @oux .

3. x |= [a]p se e s6 se para qualquer y € P tal que % y se tem ¥y |= .

Vamos agora iniciar a comparagao entre a equivaléncia légica e a bissi-
milaridade forte.

Proposigao. Sejam x ey estados dum st. Se x ~ y entdo x ~uML Y-
Prova.  Feita nas aulas (por inducio na estrutura das férmulas). 1l

Portanto a bissimilaridade forte continua a ser pelo menos tao forte
quanto a nova “equivaléncia de tragos”. Verificar-se-a4 a igualdade? Em
geral nao, como veremos adiante, mas nalguns casos (bastante gerais) sim.
Comecemos por examinar esses casos, para os quais necessitamos de algumas
definicoes adicionais.
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Defini¢ao. Seja (P,—) um st, X C P e y € P. Dizemos que y é aderente
a X se para qualquer férmula ¢ tal que z = ¢ existe um estado z € X
tal que = = ¢. Ao conjunto de todos os pontos aderentes a X chama-se
a aderéncia de X, denotada por X. Se X = X entdo o conjunto X diz-se
fechado.

Note-se a intuicao topoldgica que estd patente nesta definicao, se pen-
sarmos nas férmulas como conjuntos abertos e na satisfagdo = = ¢ como
uma forma de dizer que x “pertence”’ao “conjunto aberto”p: um ponto y
é aderente a um conjunto X quando qualquer das suas “vizinhangas”(i.e.,
férmulas que ele satisfaz) “intersecta” X. Na verdade, esta ideia é mais do
que intuitiva, pois de facto poder-se-ia ver que esta nogao de aderéncia define
um espac¢o topoldgico no sentido usual.

Vamos agora examinar algumas propriedades da aderéncia.

Proposicao. Seja (P,—) um st e X, Y C P.

Se X CY entio X CY (monotonia).

/. X=X (idempoténcia).
5. XUY = X UY (aditividade finita).
6. Se X ¢ finito entio X = J,ex {z}.

Prova. Vamos provar apenas a aditividade finita; as outras propriedades
deixam-se como exercicio. Da monotonia resulta, uma vez que X C X UY
eY CXUY,que XUY C X UY, portanto vamos apenas provar X UY C
X UY. Na verdade vamos provar o reciproco, i.e., vamos mostrar que para
qualquer estado x € Psex ¢ X UY entdo z ¢ X UY. Seja entdo v ¢ X e
x ¢ Y. Por definicio de aderéncia existem férmulas ¢ e 9 tais que z = ¢ e
x |= 1) e tais que para qualquer y € X se tem y = ¢ e para qualquer y € Y
se tem y [~ 1. Portanto tem-se z = ¢ A ¢ e, para qualquer y € X UY,
y oA, eportantoz ¢ XUY. |

Definigao. Seja (P,—) um st e X C P. O conjunto X diz-se pseudo-

fechado se X = {U,cx {z}. O st é de imagens pseudo-fechadas se para

qualquer z € P e qualquer accio a o conjunto z-a (= {y € P |z 5 y}) é
pseudo-fechado.
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Da tltima alinea da proposicao anterior resulta imediatamente que qual-
quer conjunto finito é pseudo-fechado e portanto que qualquer st de imagens
finitas é também de imagens pseudo-fechadas.

Vamos agora mostrar que a equivaléncia légica coincide com a bissimila-
ridade forte para sts de imagens pseudo-fechadas (e portanto também para
sts de imagens finitas).

Teorema. Seja (P,—) um st de imagens pseudo-fechadas, x,y € P. Se
T ~uML Y entao x ~ y.

Prova.  Vamos mostrar que ~pmyr, ¢ uma bissimulacao forte em (P, —)
(logo, ~umr, € ~). Uma vez que ~pyp, € uma relagdo de equivaléncia
(verifique), entao em particular é simétrica e por isso basta provar que é
uma simulacéo, ou seja, que se T ~uMmL Y € T — 2/ entdo existe v tal que
y >y e’ ~purL v Seja entdo x ~gyL y e z — 2. Seja ¢ uma férmula
arbitraria tal que ' = ¢. Entdo x E (a)p e, como x ~pyr, y, também
y = (a)p. Logo, existe 3 tal que y — " e 4" = ¢. Como ¢ é uma férmula
arbitréaria, concluimos que x’ € 7-a@. Mas como por hipétese y - o é pseudo-
fechado concluimos que existe ¥ € y-a (ie., 3 tal que y = y/) tal que
' e m Esta tltima condigao significa que se ' = ¢ entdo 3’ = 1, para
qualquer férmula ¢. Daqui resulta também que se y' = ¢ (i.e., v = )
entdo =’ = v (ie., 2’ £ =), e portanto 2’ ~myr %'. Uma vez que y = o/,
conclui-se que ~vi, é uma simulacdo, como pretendido. 1

Note-se que qualquer sistema com um ntmero finito de estados é de
imagens finitas e portanto a bissimilaridade coincide com a equivaléncia
légica, o que inclui um grande niimero de sistemas de interesse na pratica.
Também o st do CCS é de imagens finitas se nos restringirmos a somas
finitas (verifique), e portanto a bissimilaridade coincide com a equivaléncia
légica para qualquer par de agentes CCS.

Vamos finalmente mostrar que a bissimilaridade nao coincide com a equi-
valéncia légica todos os sistemas. Para tal serao tteis algumas defini¢oes
auxiliares.

Definigao. Seja (P,—) um st. Definimos uma familia de relagdes bindrias
{~n}new sobre P indutivamente como se segue.

ON():PXP.

o oy / !
def z—2 =3d,(y—vy &z’ ~
® T ~pt1yY ﬁe a y(yay, ’ ny/)

y—y =3z —2 &2~ y).
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Definimos também a relagao ~, = ﬂnew ~n-

Por outras palavras, ~y, 1= ®(~,), onde & : 2°XF — 2PxP ¢ ¢ habitual
operador monétono que se utiliza para definir bissimulagao (i.e., tal que R
¢ uma bissimulagao se e sé se R C ®(R)).

Proposicao. As relacdes ~y satisfazem as sequintes propriedades.
1. ~py1 C ~y para qualquer n € w.

2. ~C ~y,.

Prova.  Exercicio (sugestao: utilize a monotonia do operador ® e indugao
emn). 1

Definigao. Define-se a profundidade modal das férmulas de HML, pm :
Lymr, — w, indutivamente da seguinte forma.

e pm(T) =

e pm(—p) = pm(ep).
e pm(p A¢) = max{pm(p), pm(¢)}.
e pm((a)p) = 14 pm(p).

Proposigao. Sez ~, y e pm(p) < n entio x = ¢ se e s sey = .
Prova.  Exercicio. |

Corolario. Se x ~, y entao x ~ymr Y.

Temos portanto ~ C ~,, C ~ymr, € portanto as trés relagoes coincidem
em sistemas de imagens pseudo-fechadas.

Exercicio. Faga uma prova directa de ~ = ~, para sistemas de imagens
finitas. Mostre também que para tais sistemas de tem x ~,, y se e sé se x e y
satisfazem exactamente as mesmas féormulas de profundidade modal menor
ou igual a n.

Teorema. Fxistem sistemas para 0S quais ~ 7 ~HML-
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Prova.  Considere-se o st (P,—) representado na figura seguinte:

[0} (67 « «
o<——0 [ J [ ] [
« «
Pz Pz
[ ] [ ] [ ] L]
Q\L « ai «
[ ] [ ] [ ] L]
« «
[ [ ]

Este sistema consiste em duas copias dum sistema com um ntmero in-
finito de ramos finitos, tendo-se numa das cépias acrescentado um ramo
infinito. Mais precisamente, os estados sao 0, 1, (0,m,n) e (1,m,n), com
ne€wem<mn,ou(l,n) comn € w. H4 as seguintes transigoes:

°

—

!
—~
=
=2

(0,m,n) = (0,m+1,n) se m <n

o (I,mn) S (I,m+1,n)sem<n
o (In) = (1,n+1)

E simples ver que os estados 0 e 1 nao sao bissimilares. Vamos agora ver
que 0 ~,, 1, e que portanto 0 e 1 satisfazem as mesmas féormulas. Para tal
verificamos que 0 ~,, 1 para qualquer n € w. O caso n = 0 é trivial. Para os
outros casos, é imediato que qualquer transicao a partir de 0 pode ser imitada
por uma transicao a partir de 1 para um estado bissimilar. Do mesmo modo,
qualquer transi¢ao a partir de 1 para um estado da forma (1,m,n) pode
ser imitada por uma transicao a partir de 0 para o estado (0, m,n), que é
bissimilar a (1,7m,n). O tnico caso nio trivial é a transicio 1 = (1,0), que
nao pode ser imitada por 0 para nenhum estado bissimilar. No entanto, é
simples ver que (1,0) ~,, (0,0,n) para qualquer n € w (verifique), e portanto
para qualquer n € w ha sempre uma transicao de 0 para um estado = tal
que x ~, (1,0), pelo que resulta 0 ~, 41 1. [
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Capitulo 3

Exercicios

3.1 Reticulados

3.1.1

Mostre que se f : X — Y ¢é uma funcao monétona entre dois reticulados
completos se tem, para qualquer S C X,

\ £(S) <\ S).

3.1.2

Mostre que uma funcao entre dois reticulados é monoétona se e s6 se para
quaisquer dois elementos x e y do dominio

@)V fy) < flevy).

3.1.3

Considere a légica proposicional definida sobre um certo conjunto de simbolos
proposicionais, e para cada férmula ¢ defina o conjunto

%) def {valoragoes que satisfazem ¢} .

Mostre que se tem
L e ve] =[] VY]
2. [end] = el N Y]
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3.1.4

Mostre que num reticulado £ as operagoes de supremo e infimo

ViLxL—L
AN LXL—L

satisfazem as seguintes propriedades:
1. 2V (yVz)=(zVy)V z (associatividade)
2. x Vx =z (idempoténcia)
3. zVy=yVz (comutatividade)
4. N (yANz)=(xAy)Az) (associatividade)
5. Az = x (idempoténcia)
6. z Ay =y Ax (comutatividade)
7. x A (x Vy) =z (absorgao)
8. =V (z ANy) =z (absorgao)
Mostre também que em qualquer conjunto com duas operagoes A e V com

as propriedades acima é um reticulado, se definirmos a relacdo de ordem por

<y <d:ef> zVy=uy.

3.2 Simulacgoes, bissimulacgoes, etc.

3.2.1

1. Mostre que Cg é uma pré-ordem (i.e., uma relagao reflexiva e transi-
tiva).

2. Definindo ~g como
def
r~gy < zCgyeylguw

mostre que ~ ¢ ~g C ~m.
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3.2.2

Seja (P,—) um st e defina a seguinte familia de relagoes bindrias sobre P,
indutivamente em n € w:

Defina também a relagao ~o N
1.

2.

3.

def
~y = PxP

o o / /
/ — :> 3 / — ~Y
€T ~n+1 y <:>def vavx (J; o x/ Y (y o y/ € 33, n y/))
Vavy/(y vy = dp(r =2’ ex ~yy))

new "N
Mostre que ~, 41 C ~,, para qualquer n € w.

Mostre que ~ C ~,.

{y € P |z % y} sdo finitos para todos os valores de = € P) entdo
~ = ~,. [Sugestao: mostre que ~,, é uma bissimulacao.]

. . . . def
Mostre que se o st for de imagens finitas (i.e., os conjuntos z -« =

3.2.3

Dizemos que uma relacao bindria S C P x Q é uma R-simulacdo entre sts
(P, —) e (Q,—) se para quaisquer estados x € P e y € ) se tem

3.2.4

o / « / / /
b8y { V@S 23,05y ea Ry))
Volz - =y =)

. Mostre que dados sts arbitrarios (P, —) e (@, —) existe uma R-simulacao

Crs que contém todas as outras R-simulagbes entre (P, —) e (Q, —),
e tal que para quaisquer x € P e y € ) se tem

VoV, &7 /:>E|/ o /|: /
© Crs ax(gc—wa y(y =y ex Crsy))
Volz » =y =)

Mostre que Crg é uma pré-ordem.

Mostre que ~ C Crg € Cg C L.

Um st diz-se determinista se para quaisquer estados x, y e z e qualquer
~ « (e .

accao « se tem y = z sempre que r — y € x — 2. Mostre que dois estados

dum st determinista sao bissimilares sse tém os mesmos tragos.
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3.2.5

Mostre que os (estados iniciais dos) stas seguintes sao fracamente bissimila~
res mas nao fortemente bissimilares:

| N
NG N
PN

Mostre que os (estados iniciais dos) stas seguintes sao observacionalmente
congruentes mas nao fortemente bissimilares:

N ;

3.2.7
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3.2.8

Verifique se os stas seguintes sao observacionalmente congruentes.

3.2.9

Diz-se que uma relagdo R C P(K) x P(K) é uma bissimulagao ramificada
se para quaisquer agentes P e () e qualquer acgdo o € Act se tem

Vpi (PSP = ((a=7 A P RQ)V (3g,0,q,(Q = Qo= Q= Q
APRQy AN PRQ) AN PPRQ"))

Vo (@5 Q = ((a=7 A PRQ)V Bp p,p(P=>Py= P =P
ANPPRQ N PJRQ N P RQ)).

PRQ=

1. Justifique que existe uma bissimulacao ramificada =z, que contém todas
as outras.

2. Mostre que R C P(K) x P(K) ¢ uma bissimulagao fraca se e s6 se para
quaisquer agentes P e (Q e qualquer o € Act se tem

Vp (PS5 P =(a=7 AP RQV3EByQ=2Q NP RQ))

PRQ:}{ Vo Q5 Q = ((a=7 A PRQ)V(3Bp(P2P AP RQ))).

[Sugestao: comece por justificar que P 4 prg equivalente & condigao
(a=1)A(P=P))v(P=P).]
3. Mostre que ~, C ~.

3.2.10

1. Prove Py = @y <= (A) <= (B), onde (A) e (B) s@o as proposigoes
seguintes:
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(A) Existe uma relagdo R tal que Py R Q) e tal que

PAP =3,(Q2Q AP ~R~Q)

PRQ= o &
Qé@liap/(Pépl AN P =R~ Q’)

(B) Existe uma relagao R tal que Py R Qg e tal que

PAP =30(Q2Q AP ~RxQ)

PRQ= o &
Q—>Q/:>3p/(P:>PI AN P =R~ Q/)

2. Mostre que pode ter-se Py R Q¢ para uma relagao R tal que

PAP =30(Q2Q AP ~R~Q)

PRQ= o &
QHQléap/(Pépl A P =R~ Q’)

e ter-se no entanto Py % Qo (sugestao: considere os agentes 7.a.0 e 0).

3.3 Algebra de Processos

3.3.1

Represente graficamente os stas de
(a+Db)|(c+d)
((a+0)[[(c+d))le

. aaa ||(bbb || ccc)

- all(b]i(c]ld))

oW e

3.3.2

Represente graficamente os stas de
1. (A, {A Y ab A+ ¢}

2. (d.A,Y), onde ¥ contém as equagoes

A = abB+cA
B = bA
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3. (4| B,%), onde ¥ contém as equagoes

4. (A|| B,X), onde ¥ contém as equagoes

A def a.B

B % 44

3.3.3

Escreva um agente elementar que represente uma maquina de vender cho-
colates cujo comportamento é descrito informalmente como se segue:

1. A méquina pode receber moedas de 100$ ou 200$, e pode entregar
chocolates grandes ou pequenos.

2. Para receber um chocolate o utilizador deve carregar na tecla “pe-
queno”’ou “grande”, consoante o tipo de chocolate que deseja.

3. A mdquina entrega um chocolate pequeno apenas se tiver recebido
pelo menos 1008.

4. A méquina entrega um chocolate grande apenas se tiver recebido 2008$.
5. A mdquina pode receber no méximo 200$ (numa ou em duas moedas).

6. Quando recebe uma moeda ou entrega um chocolate a maquina actu-
aliza o seu saldo correspondentemente.

3.3.4

Escreva um agente elementar que represente um contador com dois botoes,
inc e dec. O contador tem um valor minimo de zero; sempre que se prime
inc o valor é incrementado de uma unidade e quando se prime dec o valor é
decrementado de uma unidade, o que s6 é possivel se o valor nao for zero.

3.3.5

Represente graficamente parte do sta de C', com a equagao

c inc.(C'| dec) .
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3.3.6

Seja A uma &lgebra com operagoes bindrias +, ||, uma constante 0 e operagoes
unarias « € Act, satisfazendo as seguintes equagdes:

Laz+(y+z)=(@+y +2

2. 40 =uz,

3. r+y=y-+uz,

4. r+x =z,

5. (@ly)llz=zllyllz+zy),
6. axly=azly+yl =),

7. 4y lz=zz+vyl 2

8. 0| z=0,

9. 2| 0=a.

Mostre que A é uma algebra de intercalacao se definirmos

rlly=z|y+ylx.

3.3.7
Seja Py(K) a linguagem definida indutivamente por:
e 0 € Py(K);
o £ CPyK);
e se P PyK)eaec Act entao a.P € Py(K);
e se P,Q € Py(K) entao (P+Q),(P|Q), (P [ Q) € Pu(K).

Usaremos as convencoes habituais de omissao de parénteses e convenciona-
mos que P+Q || R é lido como P+ (Q || R) e a.P || Q é lido como (a.P) || Q.

Seja ainda — C Py(K) x Act x Py(K) uma relagao de transi¢ao definida
pelas regras habituais, mais a seguinte:

PSP
PlQP|Q

Designamos a operagao || por composi¢ao paralela a esquerda, ou simples-
mente composicao a esquerda.
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1. Prove que para quaisquer agentes P, Q, R € Py(K) se tem:

PlQ~PQ+Q|P;
(PLQ) LR~ PQ] R);
a.P [ Q~a.(P[Q)
(P+Q)LR~P|R+QIER;
e 0| P~0;

e PO~ P.

2. Mostre que a relagao de bissimilaridade sobre P;(K) é uma congruéncia
para a operagao || (e verifique que o continua a ser para as restantes
operagoes).

3.3.8

Considere a linguagem P(K) enriquecida com o operador binério | e o sis-
tema de transicao enriquecido com as regras seguintes:

ELE  FPLE
E|FLE'|F’

EXE

— Lco
E|FZE'|F 2

Lco;

1. Mostre que se tem (P+Q)| R ~ (P|R)+(Q|R), para quaisquer agentes

P, QeR.
2. Dé um exemplo de agentes P, Q e R para os quais (P + Q) |R
(P|R)+ (Q[R).
3.3.9

1. Mostre que ~ é congruéncia para |, \L e [f], onde L C L e f é uma
funcgao de re-etiquetacao.

2. Prove que a élgebra P(K)/~ satisfaz as seguintes propriedades:

(&) z|(y[2) = (z]y) |~

(b) z|0==x

(c) zly=y|x

(d) iy ) |25 Byvs) =

= i@ |Q_ By + Y B (O i) [y)+ D T(wily))
i=1 j=1 j=1 i=1

aiZE#T
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(e) 2\0 =

(f) ar\K\L =z\(KUL)

(g) O\L

(h) (z+ y)\L =z\L+y\L

(i) (wax)\L=0sea€ Louaec L

() (ax)\L—ozx\LseozgéLea¢L
(k) x[id] =

1) =[f1lg] —:E[f 9]
(m) O[f] =0

) (z+y)lf]==z[f] +ylf]

(o) (@ |y)[f] = =[f]|ylf] se f for bijectiva
(p) (a.z)[f] = fla).z[f]

(@) (@[fD\L = (2\f~H(L)[f]

(r) (@\L)[f] = (z[fD\f(L) se [ for bijectiva

3. Mostre que a equacao (0) nao é verdadeira em geral se f nao for bijec-
tiva, mas dé também um exemplo de agentes P e @ e de uma funcao
de re-etiquetagao nao bijectiva f tais que (P |Q)[f] ~ P[f]| Qlf]-

3.3.10

Considere as seguintes definigoes:

S def s-w-S C def D+ F
def _ __ def

A = SawA D = bC
def def

B = a.B+0b.B E = aC

1. Represente graficamente os stas, dados pela seméntica operacional es-
trutural, cujos estados iniciais sao (i) S, (ii) A, (iii) B, (iv) A[b/a],
(v) A|S, e (vi) ((A]|S)]A[b/a])\{s,w}, respectivamente.

2. ggove (A|S|AD/a))\{s,w} # B. Ter-se-a (A|S|A[b/a])\{s,w} ~

3. Prove B ~ C, sem construir nenhuma bissimulagao. [Sugestao: co-
mece por provar C' ~ b.C + a.C']
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3.3.11

Considere as seguintes definigoes:

def def

S s-w-S C = 7 E+71.D
A def 5.a.bw.A D def a.a.C
B ¥ L 4aB+7bbB E ¥ 0

1. Represente graficamente os stas, dados pela seméntica operacional es-
trutural, cujos estados iniciais sao B, Ala/b] e ((A[a/b]|S) | A[b/a])\{s, w},
respectivamente.

2. (a) frove B~ (Ala/b]| S| A[b/a])\{s, w} por meio duma bissimulagao
(b) Prove B ~ (Ala/b] | S| Alb/a])\{s,w} algebricamente.
(c) Mostre que se P - entdao P % (Ala/b]| S| A[b/a])\{s,w}.

3. Prove B ~ C, sem construir nenhuma bissimulagao. [Sugestao: co-
mece por provar C' ~ 7.0.b.C + 1.a.a.C']
3.3.12
Considere as seguintes definigoes:
T ¥ tieT
D ' com.com.com.comtic.D

1. Represente graficamente os stas, dados pela seméntica operacional es-
trutural, cujos estados iniciais sdo T, D e (T[com/tic]|D)\com, res-
pectivamente.

2. Prove T' = (T'[com/tic]| D)\com por meio duma bissimulacao. Ter-se-
4 também T ~ (T'[com/tic|| D)\com?

3. Prove T ~ (T[com/tic]|D)\com algebricamente (Sugestao: mostre
7.T =~ (T[com/tic]| D)\com).
3.3.13

Prove as seguintes assercoes, justificando algebricamente ou por meio de
bissimulagoes:

1. (a|(abB)[b/a])\b ~ a
2. (a|(ba)[a/b))\a ~ 0O
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3.3.14

Prove que qualquer CCS-algebra satisfaz a lei

r+1.(r+y) =1(x+y).

3.3.15

Prove as seguintes asser¢oes, justificando algebricamente ou por meio de
bissimulagoes:

1. P~ (@, sabendo que P~ a(tb+7P)+ab e Q ~a(tb+71Q) + at@Q
2. P ~ @, sabendo que P ~ 7aP + (at|b)\b e Q ~ (a|bQ)\b+ at@Q +

TTaTQ

3.3.16

Considere as seguintes familias de agentes, onde X é um conjunto qualquer,
s € X¥ en € w, e se utiliza a notagao s[z/n] para o array que resulta de
escrever x € X em s na posi¢ao n (i.e., s[z/n](n) = x, e se m # n entao

slz/n](m) = s(m)):

Array, def Z writex,n.Armys[x/n] + Z choosen.reads(n) Arrays
x,n n
Pointg def inc. Pointy 4+ pos. Pointg
Pointy, 41 def inc. Point, 2 + dec. Point, + pos,, . 1.Point, 11

StackControl % Zpushx.zposn.ﬂ.writex,n.StackControl
x n

+pop.dec. Z pos,,.choose,,. Z read,.top,.StackControl
x

n

Stacks (StackControl |(Array, | Pointy,))\L
L = inc, dec, pos,,, write; ,, read,, choose,, | n € w, z € X}

1. Mostre algebricamente que se n > 0 entao
Stacks y, ~ Z push,.Stack sz /n)ni1 + POP-tOPs(n—1y-Stacks 1 .
x

[Nota: sempre que achar oportuno pode, para simplificar os célculos,
aplicar em conjunto a lei de expansao, a distributividade da restricao
sobre a soma e as leis que relacionam a restrigao com a prefixacao.|
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2. Reescreva o agente StackControl usando o cdlculo de passagem de
valores.

3.3.17

Sejam C' e Seq agentes tais que

C ~ in.a.out.C
Seq =~ ai.a9.5eq

Mostre algebricamente que Seq ~ (¢1 | C[f1] | C[f2])\{c1, c2}, onde as funcoes
de re-etiquetacao f1 e fo sao definidas por

S fo
a —  aj a = a2
in — ¢ in — ¢
out — oo out — ¢

3.3.18

Altere a especificacgdo do ABP feita nas aulas tedricas, de modo a que o
receptor deixe de ter um temporizador, em vez disso enviando um reply,
imediatamente apds deliver e, depois disso, sempre que receber um transy;
se apos deliver ou trans, o receptor receber trans; entdo volta a fazer deliver.
Mostre que o novo ABP ¢ (fracamente) bissimilar ao agente B definido

def . ~ . .. ~
por B = accept.deliver.B. [Sugestao: verifique se a bissimulagao das aulas
tedricas ainda é uma bissimulacao neste caso.]

3.3.19

1. Prove as seguintes asserc¢oes, justificando algebricamente:

(a) P~ @, sabendo que P ~ a(b+P)+ab e Q ~a(b+Q)+ab+ab
(b) P ~ @, sabendo que P ~ aP + (a|b)\be Q ~ (a|bQ)\b+ aQ

2. Para cada um dos casos anteriores defina uma bissimulagao R a menos

de ~ tal que P R Q.

3.3.20

Sem recorrer ao teorema da unicidade de solucoes de equagdes recursivas
modulo congruéncia observacional, prove que
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1. P ~ P’ sabendo que P ~ aP e P' ~ aP’

2. P~ P eQ@~Q sabendo que P ~aQ@ +b, P ~aQ" +b, Q ~bP e
Q' ~bP'.

3.3.21

Recorrendo ao teorema da unicidade de solugoes de equagoes recursivas

modulo congruéncia observacional, mostre que P ~ @, sabendo que P ~ a@)
e ~aP.

3.3.22

Mostre que os agentes A e B s&o observacionalmente congruentes:

A = 1oA+ (a1|B)\B
B fof a+aB+T1.0.B

3.3.23

Mostre que os agentes A e B sao observacionalmente congruentes:

A Y Ta A+ (ar)\
B

= (a|p.B)\B+ a.7.B+ 1.T.00.T.B

3.3.24

Mostre que os agentes A e B sdo observacionalmente congruentes:

A Y T.(a.T.A+ )
B ¥ 4rB+r.(a.B+0)

3.3.25

Mostre que os agentes A e B s@o observacionalmente congruentes:

A a.(r.f+T1.A)+a.f
B = a(rf+71.B)+ar.B
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3.3.26

Desenhe os stas de:

1. recX.(a.X + )

2. recX.(a.(1.X + 8.X))

3.3.27
Mostre que, sendo A e B os agentes definidos por

A Y sAvreB

B ¥ cA+dB

se tem A ~ recX.(a.X + brecY.(c.X +d.Y)).

3.3.28

Mostre que A ~ B, onde:

A = acA+7.(bdA+T1.A)
B ¥ r(a.cB+bd.B)

Verifique este resultado semanticamente.

3.3.29

1. Para cada um dos agentes finitos seguintes obtenha, utilizando as leis
algébricas da bissimulacao forte, um que lhe seja fortemente bissimilar
mas no qual nao surjam comunicacoes, restricoes ou re-etiquetacoes.

ab|cd)\d

(ab|cd)\d)[a/d]

(¢) ((ab|ac|ad)le/a])\e

(d) ((ac|be)[b/a])\a

2. Obtenha, novamente pelas leis algébricas da bissimulacao forte, formas
normais para cada um dos agentes anteriores.

(a)
(b)
)

~—~~ o~~~
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3.3.30

Utilizando as leis algébricas da congruéncia observacional converta para
forma normal total os seguintes agentes finitos:

1. ar(r.f+T17)
2. 7.(a.T + )
3. (a.B|T.7)\B

3.4 Loégica de Hennessy e Milner (HML)

3.4.1

Diga quais das seguintes féormulas,
1. ()T
2. (o)L

NS o e W
= =
- =

10. [7]((B)T A [BI(B)T),



3.4.2

Para cada par dos stas seguintes obtenha, ou justifique que tal nao é possivel,
uma féormula HML satisfeita por apenas um deles:

SN N N
A N a

3.4.3

Mostre que a(B(y+a)+7) = (@) ([B](() TA{@) T)A(B) TA(7)T), assumindo
que a # B, a # v e B # . Mostre também que este resultado ja nao se
verifica se 3 = .

3.4.4

Duas férmulas ¢ e ¥ sdo equivalentes, e escrevemos ¢ = 1, se para qual-
quer estado p de qualquer st se tem p = ¢ < p = 1. Prove as seguintes
afirmagoes:

1. L=(a)L

2. (@) (V) = (e V()
3. [aT=T

4. [a](e A1) = [a]e Aa]y
5. [ale A ()T = [a]p A (a)e
6. [ Ala)L = [a]L

Mostre ainda que a relagdo = é uma congruéncia para as operagoes @ —

(@), o = [ale, (0, 9) = @ A, (p,0) = @V, o = —p, e que a dlgebra
Lym/= ¢é um reticulado cujos infimos sao dados por [p] A [¢] = [¢ A ¢,
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cujos supremos sao dados por [¢] V [¢)] = [p V ], com minimo [L] e com
méximo [T]. [A esta dlgebra chama-se a dlgebra de Lindenbaum da légica
(de Hennessy e Milner, neste caso, mas construgoes similares se fazem para
outras ldgicas).]

3.4.5

Seja (P,—) um st. Sendo um conjunto aberto um conjunto X C P cujo
complementar é fechado (i.e., P\ X = P\ X), mostre que os conjuntos
da forma A(p) = {z | = = ¢} sao abertos. Mostre também que qualquer
aberto é da forma | J; A(y;) (sugest@o: comece por mostrar que se X é aberto
e x € X entao existe ¢ tal que z = ¢ e A(p) C X).
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Apeéendice A

Breve introducao a algebra
universal

Aqui afloramos brevemente algumas nogoes, muito preliminares, de dlgebra
universal. Referiremos apenas o caso em que hd um sé género.

Al

Seja D um conjunto. Uma operagdo sobre D é uma fungao f : D" — D,
onde n é um numero natural, dito a aridade da operacao. Operagoes de
aridade zero sao denominadas constantes de D.

Uma dlgebra, A = (D4,04), consiste num conjunto D4, denominado
dominio ou suporte da algebra e num conjunto O4 de operagoes sobre D 4.

Nota. Por vezes abusaremos da linguagem, confundindo uma &lgebra A
com o seu suporte D 4.

Exemplo. Semigrupos, mondides, grupos e anéis sao algebras. As operacoes
sao as seguintes:

e Semigrupos tém apenas uma operacao (bindria);

e Mondides tém uma operagao binédria e uma constante (o elemento neu-
tro);

e Grupos tém uma operagao bindria, uma constante e uma operagao
undria (inverso);
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e Andéis tém as operagdes correspondentes a estrutura de grupo (zero,
adi¢@o e elemento simétrico) e ainda uma outra operagao binéria (mul-
tiplicacdo); os anéis com unidade tém ainda uma outra constante (o
elemento neutro da multiplicagao).

Obviamente, um corpo é também uma &lgebra (em particular é um anel),
mas aquilo que distingue um corpo dum anel nao tem caracter algébrico,
pois consiste numa operagao (inverso) que nao esta definida em todo o anel.

Exercicio. O conjunto dos niimeros naturais munido das operacoes de
sucessor e predecessor forma uma algebra?

A.2

Uma assinatura, ¥ = (Ops, v}, consiste num conjunto de simbolos de operagao,
Ops, e numa funcao v que a cada simbolo de operacao atribui um ntmero
natural, dito a aridade do simbolo. Também se pode dizer tipo de similari-
dade em vez de assinatura, ou tipo operacional.

Seja ¥ = (Ops,v) uma assinatura. Uma X-algebra é uma algebra A
equipada com uma fungao (-)4 : Ops — Oy, designada por interpretacao,
que a cada simbolo n-ario o de Ops faz corresponder uma operagao n-aria
0y de Oy.

Exemplo. Seja ¥ uma assinatura com os seguintes simbolos: 0 e 1 (0-
arios), s (undrio), a e m (binérios). Qualquer anel, com a correspondéncia

04 = 0,
14 = 1,
ay = +,
my = )

é uma X-algebra.

A.3

Sejam A e B duas Y-algebras. Um homomorfismo h : A — B é uma fungao
h : Dy — Dp que “preserva”’as operacoes, i.e., tal que, para qualquer
simbolo de operacao o de aridade n e x1,...,x, € Dy,

h(oa(x1,...,20)) = op(h(x1),..., h(xy,)) .
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Um isomorfismo i : A — B é um homomorfismo bijectivo (cujo inverso é
claramente também um homomorfismo).

Exemplo. Sejam A e B dois anéis. Uma fungdo h : A — B é um homo-
morfismo de anéis sse é um homomorfismo de A e B vistos como algebras
para a assinatura ¥ do Exemplo A.2.

A4

Seja A uma algebra. Uma relacdo de equivaléncia = sobre D4 diz-se uma
relacao de congruéncia (sobre A) se para qualquer n € w, operagao f € Oy
de aridade n e x1,...,Zn,Y1,...,Yn € Da,

(@1 = y0) Ao A @n = ya) = (@1, 20) = F- -, 3a)

Seja f uma operagao n-aria de A e defina-se a funcao [f]: (Da/=)" —
D, /=, para qualquer x1,...,x, € D4, como

1zl [wnl) = [f (21,0 20)] (A1)

onde [z] é a classe de equivaléncia de x, neste caso designada por classe de
congruéncia. Designaremos por O4/= o conjunto de todas as fungoes [f]
assim definidas, e por A/= a élgebra (D4 /=,04/=), dita dlgebra quociente.
Se ¥ for uma assinatura e A uma Y-dlgebra, entdo A/= é também uma -
algebra; a cada simbolo de operagao o de ¥ corresponde em A/= a operagao
[04]; isto é,

04/= = [04] . (A.2)

Exercicio. Verifique que [f] é de facto uma funcao.

Teorema. Seja A uma dlgebra e {=;}icr uma familia de congruéncias so-
def

bre A. Entao == (\,c; =i € uma congruéncia sobre A.
Prova.  Exercicio (simples).

Seja A uma algebra e p uma relacdo bindria sobre D4. A congruéncia
gerada por p é a menor relacao de congruéncia =, que contém p; isto é, para
a qual zpy = = =, y. Pelo teorema anterior, uma tal congruéncia de facto
existe e é dada explicitamente por

Epd:ef ﬂ{z C Ax A| = éuma congruéncia e p C =} .

Exercicio. Dé uma definicao indutiva de =,.
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A.5

A relagao fundamental entre congruéncias e homomorfismos é expressa pelo
seguinte resultado.

Teorema. Uma relacdo bindria = sobre D 4 € uma relacdo de congruéncia
sse existe uma X-dlgebra B e um homomorfismo h : A — B tal que x =
y <= h(z) = h(y) para qualquer x,y € D 4.

Prova.  Seja = uma congruéncia sobre A. Entao A/= é uma X-algebra, e
a fungao [-] : D4 — Da/= que a cada x € Dy faz corresponder a classe de
congruéncia [z] é um homomorfismo: seja o um simbolo de operacao n-ario;
pelas equagdes (A.1) e (A.2) tem-se

[oa(x1,...,2pn)] = oA/E([arl], cey zm])

Além disso tem-se x = y <= [z] = [y], o que prova a existéncia dum
homomorfismo nas condic¢oes pretendidas.

Agora seja h : A — B um homomorfismo de Y-algebras. Defina-se a
relacdo bindria = sobre D4 dada por x = y se h(x) = h(y). E simples
provar que esta relacao é de equivaléncia. Além disso é de congruéncia: seja
o um simbolo de operagao n-ario e suponha-se z; = y; (1 < i <n) em Dy.
Entao

h(OA(xlv s 7xn)) = OB(h(xl)a SRR h($n)) = OB(h(y1)7 SRR h(yn)) = h(OA(yla -

ou seja, 04(x1,...,Tn) =04(Y1,---,Yn)- |

A.6

Seja ¥ uma assinatura. Um termo sobre ¥ (abrev. ¥-termo) é um elemento
do conjunto Ty, definido indutivamente como se segue:

1. se 0 é um simbolo de constante (i.e., 0-drio), entao o € Tx;

2. sejam ty,...,t, X-termos e o um simbolo de operacao n-ario; entao
oty -ty €Ts.

Os Y-termos sao portanto sempre strings de simbolos de operacao.
Cada simbolo de operagao n-ario define uma operagao n-aria sobre Ty,
dada por
o1y, (t1, ..., tn) =0t1 -ty ,
e portanto Ty tem também a estrutura duma X-dlgebra, designada por
dalgebra dos termos (sobre X).
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Teorema. Seja X uma assinatura e A uwma -dlgebra. Entao existe um e
um $6 homomorfismo h: Ty, — A.

Prova. Ser um homomorfismo significa que, para quaisquer n X-termos 1,
.., tp (n € w) e simbolo de operagdo n-ario o, h deve satisfazer a condigao

h(ory(t1,-..,tn) = 0a(h(t1),...,h(tn)),
ou, equivalentemente,
h(oti...tp) = oa(h(t1),..., h(tn)) .

Esta iltima condigao é uma definigao indutiva de h: se n = 0 entao o é um
simbolo de constante e h(o) = 04; e a funcao h de facto existe e é tnica
porque o valor h(ot; ...t,) é definido a custa de valores de h em ¥-termos
cujo comprimento é estritamente inferior ao de oty ...t,. Ou seja, existe
uma e uma s6 funcao que satisfaz a condicdo, o que termina a prova. i

Escreveremos habitualmente ¢4 para o valor h(t) dum termo em A, ge-
neralizando a notacao utilizada para simbolos de constante.

Esta propriedade leva a que Ty, seja também conhecida por X-algebra
inicial, uma terminologia que provem da teoria das categorias, ou X-algebra
lyvre.

A7

Seja X uma assinatura e G um conjunto. Um termo sobre . e G, ou X-termo
sobre G, é um elemento do conjunto 7% (G), definido indutivamente como se
segue:

1. G CTx(G);
2. se 0 é um simbolo de constante (i.e., 0-ario), entdao o € Tx(G);

3. sejam ty,...,t, X-termos e o um simbolo de operacao n-ario; entao
oty -ty € TE<G>.

Os Y-termos sobre GG sao portanto sempre strings de simbolos de operagao
e elementos de G. O conjunto G permite “gerar’mais termos e os seus
elementos sao designados por geradores (de Tx(G)).

Exemplo. Sejam X a assinatura que apenas tem o simbolo de operagao
s (undrio), e seja ¥’ a assinatura que além deste tem também o simbolo 0
(constante). Tem-se Ty, = () e Tx;({0}) = T = {0, s0, ss0, .. .}.
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Dada uma assinatura ¥ e um conjunto G, o conjunto Tx(G) tem, tal

como 1%, uma estrutura de Y-dlgebra, onde para cada simbolo de operacao

n-ario e termos t1,...t, se tem ory (g (t1, - - -, tn) def oty ...t,. Esta dlgebra

designa-se por X-dlgebra livre gerada por G.

Teorema. Seja X uma assinatura, G um conjunto e A wma Y-dlgebra.
Entao, para cada funcio f : G — Dy existe um e um s6 homomorfismo
h:Ts(G) — A tal que h(g) = f(g) para todos os geradores g.

Dizemos habitualmente que h é o inico homomorfismo que estende f,
chamamos a h a extensdo homomdrfica de f, e representamos esta situacao
por meio do diagrama seguinte:

G*Q>TE<G>
o
v
A

Prova.  Semelhante a prova do Teorema A.6. Agora a base da definigao
indutiva tem duas partes: a dos simbolos de contante, como antes, e a dos
geradores.

Dada uma funcao f : G — D4 como acima, escreveremos habitualmente
ta,r para o valor h(t) dum termo t, generalizando a notagao utilizada ante-
riormente.

Exemplo. Considere a assinatura ¥ do exemplo anterior, e seja f : {0} —
N uma fungéo, onde N é o conjunto dos nimeros naturais equipado com a
operagao de sucessor (n — n+ 1). Uma vez fixado o valor f(0), a qualquer
termo é atribuido um valor tnico pela extensdao homomorfica de f. Por
exemplo, se f(0) = 100 ter-se-a f(s0) = 101, f(ss0) = 102, etc.

A.8

Seja ¥ uma assinatura e G um conjunto. Uma relagcdo em Tx(G) é um par
(t,u), onde t,u € Tx,(G), usualmente escrito como uma equagao “t = u”.

Seja agora A uma X-dlgebra e seja f : G — D4 uma funcdo. Dizemos
que a relacao t = u é respeitada por f se t4 s = ua,r. Do mesmo modo, se
p € um conjunto de relagoes, dizemos que f respeita p se respeita todas as
relacoes de p.
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Um conjunto de relagoes p equivale a uma relagao bindria sobre Tx(G),
o que nos permite falar da congruéncia gerada por p. A algebra quociente
Tx(G)/=, é designada por algebra apresentada por G e p, e denotamo-la
por Tx:(G | p). A funcao que a cada gerador g faz corresponder a classe de
equivaléncia [g] é designada por injec¢do de geradores.

Lema. Seja A uma X-dlgebra e = uma congruéncia sobre A. Para qualquer
homomorfismo h : A — B com a propriedade de que h(x) = h(y) sempre
que T = y existe um e um sé homomorfismo h¥ : A/= — B tal que para
qualquer [z] € Da/= se tem hi([z]) = h(x).

Esta situagao é representada pelo seguinte diagrama:

AJ>A/E

hi
\
B

h

Prova. Seja B uma X-dlgebra e h : A — B um homomorfismo. Seja
h*: Dj/= — Dp a funcdo definida pela condicio

A fungao estd bem definida porque se [z] = [y], ou seja, © = y, tem-se
por hipétese h(z) = h(y). Além disso, hf é claramente a tnica funcio que
satisfaz a condicao, uma vez que a condigao define a fung¢ao em todo o seu

dominio. Seja agora o um simbolo de operacao n-ario e x1,...,xy, € Dy.
Tem-se
hﬁ(oA/E([xﬂ,...,[xn]) = hﬁ([oA(azl,...,xn)]) (Pela Def. de 04/=)
= h(oa(z1,...,zp) (Por hipétese)
= op(h(x1),...,h(x,)) (Porque h é um homomorfismo)
= op(hf([z1],...,[z,])) (Por hipdtese) .

Portanto A! é um homomorfismo A — B, o que termina a demonstracao. [

Lema. Seja A uma X-dlgebra e p C Dy x Dy. Para qualquer homomor-
fismo h : A — B com a propriedade de que h(x) = h(y) sempre que xpy
existe um e um sé homomorfismo h¥ : A/=, — B tal que para qualquer
[z] € Da/=, se tem h¥([z]) = h(z).
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Prova. Seja h : A — B um homomorfismo tal que zpy = h(z) = h(y).
A relacdo =, definida por x =, y <= h(z) = h(y) é uma congruéncia
sobre A, com a propriedade p C =j,, e portanto contém =,, pois esta é por
definicdo a menor congruéncia que contém p. Por outras palavras, tem-se
x =,y = h(z) = h(y), e o resultado pretendido obtém-se por aplicagdo do
lema anterior.

Teorema. Seja ¥ uma assinatura, G um conjunto, p um conjunto de
relagoes em T (G), e A uma X-dlgebra. Entdo, para cada fungao f : G —
Dy que respeita as relagoes existe um e um sé homomorfismo h : Tx(G |
p) — A tal que h([g]) = f(g) para todos os geradores g.
Esta situacao é representada pelo seguinte diagrama:

[

G—T%(G|p)

f

‘h

;
A

Prova. Nesta prova sera til usar nomes explicitos para as varias fungoes
e homomorfismos que vao surgindo. Por exemplo, chamaremos 7 a fungao
que a cada gerador g € G atribui a classe de equivaléncia [g] € Tx(G | p), o
que permite re-escrever o diagrama acima como se segue:

G*QTE<G | p)

f h
Y
A

O enunciado do teorema pode ser reformulado equivalentemente dizendo que
para cada funcdo f : G — D4 que respeita as relagoes existe um e um s6
homomorfismo h : T5(G | p) — A tal que hon = f.

Seja ¢ : G — Tx(G) a inclus@o de G em Tx(G). Pelo Teorema A.7 existe
um e um s6 homomorfismo k : Tx(G) — Tx(G | p) tal que n = Ko, e
portanto k é exactamente o homomorfismo que a cada termo t € Tx(G)
faz corresponder a classe de equivaléncia [t]. Seja agora A uma X-algebra
arbitraria e f : G — D4 uma fungdo. Novamente pelo Teorema A.7, existe
um homomorfismo tnico g : T (G) — A tal que f = got. As vérias fungoes e
homomorfismos descritos até este momento estao representados no seguinte
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diagrama:

Seja agora h : Tx(G | p) — A um homomorfismo. Se h ok = g entdo

hon = f, pois
hon=hokot=govr=f.

Por outro lado, hon = f é equivalente a (hok)or = f. Mas ja vimos que g
¢é 0 inico homomorfismo tal que got = f, e portanto tem de ter-se hox = g.
Acabdmos portanto de ver que dado um homomorfismo h : T5(G | p) — A
as condicdes hon = f e hok = g sdo equivalentes.

Finalmente, dizer que f respeita uma relacao ¢ = u significa que t4 5 =
uaf, ou seja, g(t) = g(u). Pelo Lema anterior resulta entdo que existe
um e um sé homomorfismo h : Tx(G | p) — A tal que hor = g, ou,
equivalentemente, tal que hon = f. |

A9

Usualmente nao trabalhamos com algebras iniciais como acima. Por exem-
plo, a dalgebra inicial correspondente a uma assinatura de semigrupo forma
um grupoide e nao um semigrupo, pois um semigrupo deve satisfazer também
a propriedade associativa da multiplicagao:

-(y-2)=(x-y)-2.

Na equagao acima x, ¥, z Sa0 varidveis que representam elementos arbitrarios
do semigrupo. Isto nao significa que nao exista um semigrupo inicial, i.e., um
semigrupo a partir do qual existe um e um s6 homomorfismo de semigrupos
para qualquer outro semigrupo. O nosso objectivo agora é tratar algebras
que obedecem a leis como a associatividade dos semigrupos, expressas por
meio de varidveis.

Seja ¥ uma assinatura e X um conjunto, cujos elementos designaremos
por varidveis. [Assumiremos sempre que o conjunto de varidveis é disjunto
do conjunto de simbolos de operagdo.] Uma X-equagao sobre X, ou lei
algébrica sobre X, é um par (t,u) de termos de 7% (X). Uma (X-)equacao
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em X é portanto o mesmo que uma relagdo em 75 (X); uma equagao (t,u)
é geralmente escrita na forma “t = u”.

A.10

Seja agora A uma Y-dlgebra. Dizemos que a algebra A satisfaz uma equagao
t = u sobre X, e escrevemos A = t = u, se para qualquer fungao f : X — Dy
setemta r = ua,y (i.e., se qualquer funcao f : X — D4 respeita a equagao—
vista como uma relagao sobre um conjunto de geradores X). Intuitivamente,
A | t = udiz-nos que a equagao é verdadeira independentemente dos valores
de D4 que “atribuirmos”as varidveis.

Uma especificacdo algébrica sobre um conjunto X de varidveis é um par
(3, E), onde ¥ é uma assinatura e E' é um conjunto (finito ou infinito) de
Y-equagoes sobre X. Uma Y-dlgebra A satisfaz a especificacao (X, E), e
escrevemos A = F, se satisfaz todas as suas equagoes.

A.11

Seja (X, F) uma especificagao algébrica e = uma congruéncia sobre Ty.
Dizemos que uma congruéncia = sobre T satisfaz a especificacdo se Ty /=
satisfaz a especificagao.

Lema. Seja{=;}icr uma familia de congruéncias sobre Tx.(X), para algum
conjunto de indevag¢do I. Entdo a congruéncia (\;c;=; satisfaz (X, E) se
todas as congruéncias =; o fizerem.

Prova. Para cada i € I existe um e um s6 homomorfismo u; : Tx /= —
Ts,/=i, onde escrevemos = em vez de ﬂie 7 =; isto resulta de = C =; e do
primeiro lema da Sec¢ao A.8 (tomando A = Ty) juntamente com o facto de
que para cada i € I existe um e um sé6 homomorfismo j; : Ty, — Tx/=;;
tem-se, para cada i € I, j; = u; o[.], onde [.] é o inico homomorfismo de T,
para T /=. Sejam [t] e [u] elementos de Tx,/=. Tem-se [t] = [u] sse t = u sse
para qualquer i € I t =; u sse para qualquer i € I u;([t]) = u;([u]), porque

t=iu <= ji(t) =ji(u) <= u([t]) = wi([u]) .

Seja agora t = uw uma equacao arbitraria de E, satisfeita por todas as con-
gruéncias =;, f : X — Tx/= uma funcdo, e seja h : Tx(X) — Tn/= a
extensao homomorfica de f. Tem-se h(t) = h(u) sse, pelo que acabamos de
ver, para qualquer i € I u;(h(t)) = u;(h(u)). Mas u;oh é um homomorfismo
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de Tx(X) para Tx/=; e portanto u; o h(t) = u; o h(u) porque T% /=, satisfaz
a equacdo. Como 4 é arbitrario resulta entdo que h(t) = h(u). [

Seja (X, F) uma especificacao algébrica. Do Lema resulta que existe a
menor congruéncia que satisfaz a especificacao, nomeadamente a interseccao
de todas as congruéncias que a satisfazem. Designando esta congruéncia por
=, representaremos por T;s, gy 0 quociente T /=.

Teorema. Seja (X, F) uma especifica¢ao algébrica e A uma dlgebra que sa-
tisfaz a especificagao. Entdao existe um e um s6 homomorfismo h : Tis gy —

A.

Prova. Seja ty : T, — A o tnico homomorfismo de T% para A e seja =4
a congruéncia dada por

t=4u <= 14(t) =ta(u).

E simples ver que o (tinico) homomorfismo i : T /=4 — A é injectivo e daf
concluir que Ty /=4 satisfaz a especificagao (pois dado um homomorfismo
h: Ts(X) — Tx /=4 tem-se, para qualquer equagao t = u, ioh(t) = ioh(u)—
porque A satisfaz a equagao—e pela injectividade de i resulta h(t) = h(u)).
Isto significa que =4 satisfaz a especificacao e portanto, pelo primeiro lema
da Secgao A.8, existe um homomorfismo tnico de Tix, gy para Tx/=4; a
unicidade resulta da unicidade dos homomorfismos a partir de Tx. Isto
dd-nos um homomorfismo Tix; gy — A, por composicao com 4, que ¢ tinico
devido & unicidade de i. §

Dada uma especificaciao (X, ) chamamos a Tis, gy a (X, E)-dlgebra ini-
cial.

Exemplo. Seja ¥ aassinatura com simbolos “0”e “1” (constantes), “—" (undrio),

e “+7e “”(bindrios). Sejam x e y varidveis, e seja E o conjunto com as
equagoes seguintes, onde escrevemos “xy”’em vez de “x-y”, “xy + 2”em vez
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de “(zy) + 27, etc.

T+ (y+2)
T+y
z+0

z+ (—x)
z(yz)

xl

1z
x(y + z)
(z+y)z

Ty + T2
rz + Yz

Uma (3, E)-dlgebra é um anel (com unidade). A dlgebra inicial Tix, gy é

isomorfa ao anel Z dos nimeros inteiros.

Nota.

O modo de construir algebras iniciais aqui exposto é diferente do

que normalmente surge na literatura, e.g., em Johnstone [6] ou Baeten e

Weijland [2].
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Apeéndice B
Exercicios diversos

Este apéndice contém uma lista de exercicios e problemas relacionados com
os assuntos abordados na disciplina de Especificacoes Formais no ano lectivo
de 1996/97, em parte ligados aos tépicos expostos nestas notas.

A primeira série (problemas) aborda t6picos de concorréncia a-la-CCS (v.
Milner [7]), e as duas seguintes incidem sobre teoria axiomética de conjuntos
(v. Johnstone [6]).

B.1 Problemas

Problema 1—CCS interpretado em STAA

Seja Act = LU {7} como em CCS, e seja a assinatura Procccg o resultado
de adicionar a Proc os seguintes simbolos de operagao:

1. |, bindrio (comunica¢do);
2. \L, undrio, para cada L C L (restri¢do);
3. [f], unério, para cada funcao de re-etiquetacao f (re-etiquetagao).

Tal como em CCS, usar-se-4 a notagao infixa para | e pés-fixa para \L e [f].

STAA, mantendo a interpretagéao habitual para as operacoes de Proc, é
uma Proccgg-dlgebra, onde os novos simbolos de operagao sao interpretados
como se segue:

| +— com
\L +— resg

[f] = rely

79



As operacgoes com, resy, e rel; sao definidas do seguinte modo, para staas
arbitrarios S = (P, T,2) e T = (Q, U, 3):

com(S,T) = (PxQ,V,(1,2)
res;(S) = staa((P, TN (P x (Act\ (LUL)) x P),2))
rels(S) = (P {{z, f(a),y) | (z,a,y) € T},2)

sendo V' a menor relagao de transicao tal que

(372 = (z,9) > (@y)
(v=uy) = (zy) > (x,y)
(@Sra e y=uy) = (ny) 5 @y)

Mostre que a relagao de bissimilaridade ~ entre staas é uma congruéncia
para as novas operagoes, e estude as propriedades algébricas de STAA/~.
Em particular, verifique se as propriedades do CCS dao origem a equagoes
satisfeitas por STAA/~; por exemplo, P\L ~ P, com L(P)N (LU L) = 0,
é uma propriedade valida em CCS, e queremos saber se a equacao x\L = x
é ou nao satisfeita em STAA /~.

Problema 2—Equivaléncia entre SOS e interpretagoes em STAA

A semantica operacional estrutural (SOS) para Proc atribui a cada termo
de processo finito P € Tp,oc 0 staa

S0S(P) & staa((Tproc, Trsos, P)) |

onde Trsos € Tproc X Act X Tproc € a relacao de transicao dada pela SOS.
Mostre que para qualquer termo de processo finito P se tem

SOS(P) ~ Pstan -

Problema 3—Relagao de transicao sobre STAA

Dado um staa arbitrério S = (P, T,1) e um estado x € P, defina
def
S(w) Y staa(P,T,)) .

e defina uma relacao de transicao sobre STAA tal que para quaisquer staas
S=(PT,1)eT=(Q,U,>7 se tenha S % T sse existe z € P tal que
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1% x e S(x) ~ T. [Esta tltima condicao pode ser abreviada, escrevendo
simplesmente x ~ j.]

Prove que dois staas S e T sao bissimilares (i.e., existe uma bissimulagao
R C PxQ tal que ¢Ry) sse hd uma bissimulagao sobre STAA que os relaciona
(i.e., existe uma bissimulagao S C STAA x STAA tal que SST).
Problema 4—Modelo F para Proc

Considere STAA equipado com a estrutura habitual de Proc-algebra.

1. Prove que a equivaléncia de falhas ~# é uma congruéncia sobre STAA.

2. Estude as propriedades algébricas de F def STAA/~z. Em particular,
verifique quais dos axiomas de T sao ainda satisfeitos em F', e mostre
que a equagao «o(fx + By) = afx + afy é satisfeita em F mas ndo em
STAA/~.

Problema 5—Composicao paralela a esquerda
Recorde os axiomas para a composicao paralela a esquerda:

Lzlly=xz|y+yle

2. azlly=alz|y)

. (x+y)llz=z]z+yl=

4. 0|lz=0

5. z[0=x

6. (ly)lz==ll=)

Defina uma interpretagao apropriada para o simbolo || em STAA, de
modo que ~ seja uma congruéncia em STAA e os axiomas acima sejam
satisfeitos em STAA/~. Enriquega também a seméantica operacional estru-
tural de Proc de modo a incluir a nova operagao, e de tal modo que se
verifiquem as seguintes propriedades:

LPlQ~PlQ+Q[P
2. aPQ~a(P|Q)
3. (P+Q)|R~P|R+Q| R

81



4.

5.

6.

0 P~0
Plo~P
(PLQLE~PQIR)

Problema 6—Equacgoes recursivas em STAA

Seja S = (P, T,1) um staa e x € P. Por defini¢ao de staa existe pelo menos

um trago t € Act® tal que s L, 2 ¢ definimos a profundidade de x como sendo

p(z) def min{ comprimento(t) | @ 1 x}.

Defina-se agora corte de S de profundidade n da seguinte formas:

onde

1.

Cn(S) d:ef <PnaTn7Z> ’

P, = {zeP|p(x)<n},
T, = TnN(P,x Act x P,) .

Verifique que a definigao é correcta, i.e., que dado um staa S, ¢,(S) é
de facto um staa.

. Prove que dois staas S e T sdo iguais sse ¢, (S) = ¢,(T) para qualquer

necw.

Prove que a funcio d : STAA%2 — R dada por
def . 1
d(S,T) = inf({2} U{; | en(S) = ea(T)})

é uma distancia em STAA, i.e., que verifica as propriedades

e d(S,T) >0

e d(S,T)=0sseS=T

e d(S,T)=4d(T,S)

e d(S,U) <d(S,T)+d(T,U) (desigualdade triangular)

[Sugestao—h4 até uma propriedade mais forte que a desigualdade tri-
angular: d(S,U) < max{d(S,T),d(T,U)}.]
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4. Mostre que STAA com a distancia d é um espaco métrico completo.

5. Seja z uma varidvel distinta dos simbolos de Proc e seja P € Tpyoc({z}).
Mostre que se z é guardada em P (i.e., P é 0 ou da forma a@ ou de
uma das formas Py + P; ou Py || Py, com = guardada em P; e P») entao
a equagdo x = P tem uma solugao tinica em STAA. [Sugestao: mostre
que a fungao que interpreta P em STAA é uma contrac¢ao.|

Bibliografia auxiliar para espagos métricos completos (Cap. 2) e contracgoes
(Apéndice 1): Simmons [9].

Problema 7—Correccao da SOS
Dado um staa arbitrario S = (P, T,1) e um estado = € P, defina

S(z) ¥ staa((P, T, 2))

e defina uma relacao de transicao sobre STAA tal que para quaisquer staas
S=(PT,2) eT =(Q,U,) se tenha S % T sse existe z € P tal que
15 z e S(z) ~ T. [Esta dltima condicdo pode ser abreviada, escrevendo
simplesmente x ~ 3.]

Admitindo que dispoe dum conjunto de relagoes R C Tproc(G) X Tproc (G)
tais que todos os termos de Tpyoc(G) tém interpretagoes tnicas em STAA
(i.e., para o qual existe uma e uma sé atribuigao de staas aos geradores que
respeita as relagoes de R), mostre que a SOS é correcta face a relagao de
transicao definida acima; isto é, mostre que, se P,Q € Tproc(G) e se P 5 Q
pela SOS entao Pstaa 2 Qstaa em STAA, onde Pspaa € QsTaa sd0 as
interpretagoes (unicas) de P e @ em STAA. [Sugestao: utilize indugao na
profundidade das érvores de derivacao para as transigoes.|

Nota—as regras da SOS para Proc, com os geradores de G e as relagoes
de R, sao as seguintes:

Act

aPSPpP

a5 N

Sumy; e Sum, 9=

P+Q—P’ P+Q—Q’

a5 0!
Com; =P Coms, %
P|Q—=P'[|Q P|Q—=P|Q
P, PSP P =Q!

Q=P P=Q’
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B.2 Teoria de conjuntos (ZF")

1. Suponha que a teoria de conjuntos apenas dispunha dos axiomas Ext
e Emp,,.

(a) Mostre que o (meta-)conjunto {a,b,c,d}, com a,b,c,d distintos
entre si, e relacdo bindria € definida por

a€b, aec, beb, aed, ced,

¢ um modelo para a teoria. Mostre que hd um conjunto vazio
(i.e., é satisfeito o axioma Emp,).

Nota: a relagdo € pode ser representada do seguinte modo:

2/
/

(b) A estrutura acima ainda seria um modelo na presenca de

Q=

i. Pair,,?
ii. Sep?
iii. Ung?
iv. Pow,,?
v. Inf,,?

(¢) O mesmo conjunto, com a relagdo € definida por
d
b c
a
ainda é um modelo?
2. Prove que (Vz,y)(((z Cy) A (y Cx)) = (x =y)).
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3. Prove os seguintes teoremas:

(Vx,y, 2)(Fw)((x € w) A (y € w) A (z € w)
(Va,y,2)(Fw)(V)((t e w) <= (t=z)V(I=y)V(=27).

~—

Justifique que um conjunto w nas condigoes da férmula acima deve ser
unico. Qual a notacao habitual para o conjunto w?

4. (a) Prove que nao existe um conjunto cujos elementos sejam todos
os conjuntos. [Sugestdo: assuma que existe um conjunto v de
todos os conjuntos e utilize o axioma da separacdao para obter
uma contradicao.]

(b) Mostre que para qualquer conjunto a nao existe nenhum conjunto
b com a propriedade (Vz)((z € b) <= —(x € a). [Isto é, mostre
que nao existem complementos de conjuntos.]

5. Sejam a e b conjuntos, com a nao vazio, e f uma funcao tal que
f :a—b. Mostre que se f é injectiva, i.e. se

Ve, y, 2)(({z, 2) € )N ({y,2) € f)) = (x =),

entao existe uma funcao g tal que g : b — a e g é sobrejectiva, i.e.
(Vo € a)(Jy € b)({y,z) € g) -

6. (a) Seja  um conjunto e f uma funcao tal que f : z — Pz. Prove
que f nao é sobrejectiva. [Isto equivale a provar

(Vf,2)((f : 2 = Pz) = Fy)((y € Pe) A (Vz € 2)(=(f(2) = v)))

onde “f(z) = y”é uma abreviatura para (z,y) € f—este exercicio
mostra que o conjunto Pz é estritamente “maior” que x.]

(b) Seja z um conjunto e g uma fungao tal que g : Px — x. Prove
que g nao ¢ injectiva.

7. Seja s a féormula da teoria de conjuntos com variavel livre z, definida
por
s=(0ex)A V) ((tex)= (T er))).

Diz-se que um conjunto = é um conjunto de sucessores se () € x) e
(Vt)((t € ) = (t* € x)); o axioma Inf,, é precisamente a afirmagao
de que existe algum conjunto de sucessores, ou seja, é equivalente a
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(3z)s. Prove que existe um conjunto de sucessores contido em todos
os outros (versao forte de Inf), i.e. que

(Fz)(s A (Vy)(sly/z] = (z Cy))) .
Justifique que um tal conjunto é nico.

8. Seja p uma classe-fungao, com variaveis livres x e y. Mostre que para
qualquer conjunto a C dom(p) existe uma funcao f tal que dom(f) = a
e

(Vz € a)(Vy)(((z,y) € f) <= p).

9. (Johnstone [6, Exercicio 5.1]) Mostre que Pair e Sep podem ser dedu-
zidos a partir de Emp, Pow e Rep.

10. Prove o seguinte teorema:

(F)((0 € 2) A (Vy)((y € 2) = ({y} € 2))) -

Sugestao: escreva uma férmula p, com varidveis livres f e n, que
exprima que f é uma fungao de dominio n™ (n € w), tal que f(0) =0
e f(m™) = {f(m)} para qualquer m € n, e utilize-a para definir uma
classe-fun¢ao apropriada.

B.3 Teoria de conjuntos e processos

1. Seja S = (P, T,1) um staa e o uma acgao. Mostre que o conjunto de
estados de p,(S) se pode construir em ZF~.

2. Justifique que se existir um conjunto £ de todos os estados entao a
classe de todos os sts é um conjunto (dado um conjunto de acgdes
Act).

3. Seja S = (P,T,1) um staa e @ uma acgao. Considere a seguinte de-
finicdo alternativa de pa:

Pa(S) = (P T',7)

com PP = PU{P}, T" = TU{(P,a,1)} e/ = P. Mostre que esta
definicao s6 é satisfatéria na presenca do axioma da fundagao.
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