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Respostas (a preencher pelo aluno)

I.1(a)
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aumentada [A|b] é 3. Como sao diferentes, o sistema é impossivel.

1.1(b)
1 1
3 1
1 -1
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sem pivot, a qual portanto corresponde uma variavel livre.

I.1(c)

Como ja foi observado, a caracteristica de A é igual a 2. Portanto a nulidade
é igual ao numero de colunas de A menos a caracteristica, ou seja, é igual a

-3
2

A caracteristica da matriz dos coeficientes é 2 e a caracteristica da matriz

1

-3
0

O sistema ¢ possivel se e 86 se 2x —y + z = 0. Nesse caso é necessariamente
indeterminado, uma vez que existe uma coluna da matriz dos coeficientes

1. A matriz A tem por isso nicleo nao nulo, e portanto nao é invertivel.

1.1(d)

AT A

—_

w
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103 5|1 135 |1
| 01218 4|=| 06092
0 0 0] 0 00071 O
O sistema ATA = ATb é assim equivalente a
—u+3v+dw = 1
6v+9w = 2,

onde a variavel w corresponde a uma coluna sem pivot e por isso é livre,
podendo entao rescrever-se a solugao do sistema em funcao desta varidvel:

1

u o= gw
3 +1
vo= ——w+ =
2 3

O conjunto dos vectores-solucao do sistema é entao o seguinte:

1 3 1
{(u,v,w) ER3:u:§w, v:—§w+§} )

I.1(e)

Da alinea (a) ja sabemos que de A se obtém, por eliminacao de Gauss, a
matriz

11 1
0 -2 -3
0 0 O

O ntcleo de A é o niicleo desta ultima matriz, ou seja, o conjunto dos vectores
(u,v,w) € R? tais que

11 1 u 0
0 -2 -3 v|=10
0 0 O w 0

A varidvel w pode ser tomada como variavel livre porque corresponde a uma
coluna sem pivot e obtém-se



pelo que

u 1/2
v | =w| —3/2
w 1

e portanto a matriz B pode ser

1/2
~3/2

1.1(f)

Sim, porque, conforme se viu nas aulas no capitulo dedicado ao método dos
minimos quadrados, A”A e A tém o mesmo ntcleo.

I.2(a)
T 110 2 0 9 17
T3] T -1 3] T -1
11 11 11
CofC = | =y 3| *| 1 3| |11
R N
AR 9 2 1]
3 -6 3
_ | 2 4 9
-1 2 1
1.2(b)

Multiplicando a terceira coluna de C' pela terceira coluna de Cof C' (ou seja,
aplicando a férmula de Laplace & terceira coluna) obtém-se

detC=1x3+0x(-2)+3x(-1)=3-3=0.

I.2(c)

Uma vez que det C' = 0 a matriz nao tem inversa.



1.2(d)

O trago é a soma das entradas da diagonal principal:

TrC=1+1+3=5.

I.2(e)
1 3 1
Multiplicando C' pelo vector | 1 | obtém-se | 3 |. Portanto C'| 1 | =
1 3 1
1

Al 1] com A =3. Uma vez que o vector nao ¢ nulo, conclui-se, directa-
1

mente pela definicao de vector préprio, que é um vector proprio associado ao

valor préprio A = 3.

1.2(f)

Da alinea anterior conhecemos um valor préprio
A =3.

Por outro lado sabemos que existe um valor préprio Ay = 0 porque a matriz
C é singular. Portanto o terceiro valor préprio pode ser obtido a partir da
igualdade

TIC:)\1+)\2+)\3,

pelo que
A3=2.

A multiplicidade algébrica de cada valor préoprio é 1 e portanto a multiplici-
dade geométrica de cada valor préprio também é 1.

1.2(g)

A matriz C é diagonalizavel porque para cada valor préprio as multiplicida-
des algébrica e geométrica coincidem. Para encontrar a matriz de mudanca
de base vamos calcular uma base de R? contituida por vectores préprios de
R3. Uma vez que ja conhecemos um vector préprio associado a A\; = 3 vamos
calcular apenas vectores proprios associados a Ay = 0 e A3 = 2.




Ay = 0 — o espaco préprio F(0) é o nicleo de C; aplicando eliminagao
de Gauss a C obtemos

111 1 1 1 1 1 1
210|—-1]0 -1 =2|—-10 -1 -2
-1 13 0 2 4 0 0 0

Uma solugao nao nula é, fazendo z = 1 (varidvel livre), x =1 e y = —2. Um

vector proprio associado a 0 é por isso (1, —2,1).

A3 = 2 — o espago préprio E(2) é o nicleo de C' — A\3I = C' — 21; apli-
cando eliminagao de Gauss a esta matriz obtemos

-1 11 -1 11
C—-2I= 2 -1 0| — 01 2
-1 11 000
1 -1 -1 1 01
-0 1 2|—=1]101 2
0o 0 0 000
Uma solugao nao nula é, fazendo z = 1 (varidvel livre), 2 = —1 e y = —2.

Um vector préprio associado a 0 é por isso (—1,—2,1).

A matriz de mudanca de base pretendida pode assim ser formada pe-
los trés vectores préprios encontrados (que sao necessariamente linearmente
independentes porque estarem associados a valores préprios distintos):

1 1 -1
S=11 -2 =2
1 1 1

Ter-se-a, uma vez que as colunas sao respectivamente os vectores proprios
que determinamos para Ai, Ag € As:

M 0 0 300
STtcs=1 0 N 0 000
0 0 N3 00 2

1.3(a)

Sejam p,q € P3 e a € R. Uma vez que a operagao de diferenciacao em ordem
a x € linear, obtemos

T(p+q) = (p+q)' —z(p+q)" = P+ —z(p"+4¢") = p'—xp"+¢' —2¢" = T(p)+T(q)
/i

T(ap) = (ap) — x(ap)” = ap’ — zap” = ap’ — azp” = a(p’ — xp") = T (p)

e portanto 7' € linear.



1.3(b)

T(1) = 1 —21" =0

Tx) = 2/—z2a"=1—-azx1=1-2x0=1
T(2*) = (2% —2(@? =20 —222) =22 —-22=0
T(2*) = (2*) —2(2%) = 32* — 2(32?) = 322 — 2(62) = —32?

Os vectores de coordenadas de T'(1),T(z), T (z*), T(x®) em R* em relagao a
base ordenada (1, ,z?, %) sdo respectivamente

(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,0,0,0), (0,0,—-3,0)

e a matriz da transformagao linear é aquela cujas colunas sao estes vectores,

por esta ordem:
0

0
-3
0

o O OO
S O O
o O OO

I.3(c)

A matriz A é uma matriz em escada de linhas. Ha duas colunas sem pivots
e portanto o ntucleo tem dimensao dois, sendo duas solugoes linearmente
independentes do sistema homogéneo cuja matriz dos coeficientes é A os
vectores (1,0,0,0) e (0,0,1,0). Uma base do ntcleo de T é assim formada
pelos polindémios cujos vectores de coordenadas em relagao a base canénica
e Ps3 sao estes vectores:

{1,27}

1.3(d)

Uma base do espacgo das colunas de A é formada pelas duas colunas de A
que tém pivots, uma vez que a matriz A estd na forma de escada de linhas:
(1,0,0,0), (0,0,—3,0). Estes sao os vectores de coordenadas dos polinémios
1 e =322, os quais formam uma base do contradominio de T' (que neste caso
evidentemente coincide com o nicleo).



I.4(a)

Sejam p,q,r € P2(C) e « € C. Primeiro verificamos que ¢ é linear na
primeira variavel:

o(p+agq,r)

e(p.q) = p(0)q(0) + p(i)q(i) + p(—i)q(—7)
= p(0)q(0) + p(i)q(i) + p(—i)q(—i)
= q(0)p(0) + q(i)p(i) + q(—i)p(—i)
= »(q,p)

Por fim verificamos que ¢ é definitida positiva:

ep.p) = p(0)p(0) + p(i)p(i) + p(—i)p(—i)
p(0)* + |p(@)|* + [p(—)|? ;

tem-se p(p,p) = 0 se e 86 se
p(0) =p(i) = p(=1) =0,

ou seja, se e s6 se p = 0 porque o Unico polinémio do segundo grau com mais
do que duas raizes distintas é o polinémio nulo.

1.4(b)

Designando por ||.||,, a norma associada a ¢ temos:

(p,p))"?
[p(0)? + [p(0)[* + [p(=0)[*)"/
124 (140 xi—ix P4 |1 +1dx (—i) —i x (=i)?*)"?
T4+ =1+ + |1+ 14 iH)Y?
= (L4 i+ ]2+
(1+12+22+12>1/2
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I.4(c)

o(1,1) = IxT+1x1+1x1=3
o(1,2) = I1x0+1xi+1x(—i)=—i+i=
0(1,2°) = 1x0P+1x2+1x(—i)2=-1—-1=-2
0(z,2) = O0x0+ixi+(—=i)x(=i)=1+1=2
0(2,2%) = 0x024ixi24 (—i)x (—i)2=—i+i=
022, 2%) = 0Px 02+ % x (—i)2+ (=) x (=i)2=1+4+1=2
1.4(d)
[ p(L1) w(lz) e(l,2%)
M = | o(z1) ¢lzz2) @z2%)
| ez, 1) p(2%2) w22 2%)
[ 3 0 -2 30 =2
i -2 0 2 -2 0 2
I.4(e)
Nao é uma base ortogonal porque pelo menos dois dos vectores da base,
nomeadamente 1 e 2%, nao sdao ortogonais: ¢(1,2%) = —2 # 0.
I.4(f)
Primeiro tomamos como base de Py(C) os vectores
v = 1
Uy = Z

Vg3 = Z2



Tomando u; = v; podemos tomar us = vy porque ¢(1,z) = 0 e portanto a
projeccao ortogonal de vy sobre w; ¢ nula. Finalmente,

us = Ug_@(v?nul) 1_90(’1?3,1!2)“2
[lua[ ||z [
— 2_%0(2271)1_0
L[
—2
2
= z7——1
3
2
_ 2,4,z
A resposta é:
U, 1
Uy = =2
5 2
us = =2 +§

Primeiro observamos que se tem

[0 1
U = Col 10
2 3
1 1
1 1
1 2

V = Col

Vamos de seguida encontrar matrizes Ay e Ay tais que

U = NHC(AU)
V = Nuc(4y),

ou seja, vamos encontrar equacoes cartesianas para U e V. Primeiro, por
eliminacao de Gauss tem-se

01 | =z 0 1 | x
10| y|—|10| Y
2 3| =2 00 | z—3x—2y



e portanto
U={(r,y,2) €ER*: =32 — 2y + 2 = 0} = Nuc([-3 —21]).

De igual modo, por eliminagdo de Gauss temos (omitindo os passos in-
termédios)

1 12|« 112 | v
1 10| y|—=1000]| -3z4+y+2z
1 23| =z 01 1| z—

e portanto
V={(z,y,2) e R*: -3z +y+22 =0} = Nuc([-312]) .

U NV é portanto o espago descrito por ambas as equacoes cartesianas, ou
seja,
Ay

UNV = Nuc :Nuc<[_3 —2 1})
-3 1 2
Ay

Por eliminacao de Gauss aplicada a esta tltima matriz obtém-se a seguinte
matriz em escada de linhas:
-3 -2 1
0 3 1/|°

A nulidade desta matriz é 1, o que nos permite imediatamente concluir que
a dimensao de U NV é 1. Para calcular uma base observamos que a terceira
coluna da matriz nao tem pivot e portanto tomando z como variavel livre
obtemos

5
r = =z
9
1
= —=z
Y 3
Logo, a solucao geral é
x 5/9
y | =z —-1/3
z 1

e portanto
Unv =L{(5/9,-1/3,1)}) = LH(5,-3,9)}) ,

sendo assim um exemplo de base de U NV o conjunto {(5,—3,9)}.



IST, ALGEBRA LINEAR (AL-14, AL-23), EXAME 2, 4/7/2007

Grupo I (17 valores)

1 1 1 1
1. SejamA=|3 1 0|leb=|0
1 -1 =2 0

a) Diga, justificando, se o sistema A | v | = b é possivel.

w

b) A que condigoes devem satisfazer x, y e z para que o sistema

u x
Al v | = | y | sejapossivel? Diga também se o sistema pode
w z

ser determinado.

¢) Qual é anulidade e a caracteristica de A? A matriz A tem inversa?
d) Calcule os produtos ATA e ATb e resolva o sistema

u

ATA| v | =A"D.

w
e) Obtenha uma matriz B tal que Col(B) = Nuc(A).
f) Tem-se Col(B) = Nuc(AT A)? Justifique.

1 11
2. Seja C = 210
-1 1 3
a) Calcule a matriz Cof C' dos co-factores de C.
b) Calcule o determinante de C.
¢) Diga se a matriz C' tem inversa e em caso afirmativo calcule-a.
d) Calcule o trago de C.
e) Mostre que (1,1,1) é um vector préprio de C' e justifique que o

valor préprio que lhe esta associado é 3.

f) Obtenha os restantes valores préprios e indique as respectivas mul-
tiplicidades algébricas e geométricas.

g) A matriz C é diagonalizavel? Justifique e, em caso afirmativo,
apresente uma matriz de mudanca de base S tal que S1C'S seja
diagonal.



3. SejaT : P3 — Psa fungao que a cada polinémio p(z) = a+bxr+cz’+dz?
faz corresponder o polinémio p’ — zp”, onde p’ e p” sdo respectivamente
a primeira e a segunda derivadas de p em ordem a x.

Mostre, recorrendo directamente a definicao, que 7' é uma trans-
formagao linear.

Calcule T'(1), T(z), T(2?) e T(2?®) e diga qual é a matriz que
representa T em relacao a base candnica de Pj.

Obtenha uma base do nucleo de T'.

Obtenha uma base do contradominio de 7.

4. Seja ¢ : P2(C) x Py(C) — C a funcao definida, para quaisquer dois
polinémios p, g € P2(C), por

©(p,q) = p(0)q(0) + p(i)q(i) + p(—i)q(—i) .

Mostre, recorrendo a defini¢ao, que ¢ é um produto interno.

Calcule, para o produto interno ¢, a norma do polinémio
p(z) =1+iz—i2”.
Calcule os seguintes produtos internos dos vectores da base cané-

nica de Py(C):

p(1,1), 9(1,2), o(1,2%), ¢(2,2), ¢(2,2%), p(z%2%) .
Escreva a matriz M que representa ¢ em relacao a base candnica
de Py(C) (ou, seja, a métrica de ).

Diga, justificando, se a base canénica {1, z,2°} de Py(C) é uma
base ortogonal para o produto interno .
Recorrendo ao método de ortogonalizacao de Gram—Schmidt ob-

tenha, relativamente ao produto interno ¢, uma base ortogonal
{w1, uz, uz} de P(C) tal que uy =1 e L({ur, uz}) = L({1,2}).

Grupo II (3 valores)

Sejam U e V os seguintes subespacos de R3:

U = L({(0,1,2),(1,0,3)})
V o= L({(1,1,1),(1,-1,2),(2,0,3)})

Calcule a dimensao e uma base de U NV.



