Introducao a Teoria dos Niumeros
Ficha de preparagao (semana de 20/10)

Resumo de resultados:
Simbolo de Legendre e Reciprocidade Quadratica

No caso de uma equacao de grau 2, o critério de Euler, para um modulo
primo impar p, pode enunciar-se do seguinte modo:

Proposicao 0.1 Se p € um primo impar e a € Z € primo com p, entao ou

p—1
a2 =1 modp

2 =

€ a equacao x a mod p tem duas solucoes; ou

p—1
a? =—1 modp

2 —

€ a equacao x a mod p nao tem solucao.

Definicao 0.2 Dado p primo impar e a € Z primo com p, a diz-se um
. p—1
resitduo quadrdtico mod p seaz =1 mod p.

Definigao 0.3 (Simbolo de Legendre) Dado p e a € Z, o simbolo (a|p)
define-se como

0 sepla
(ap)={ 1 sea™™ =1 modp
1 sea =-1 mod D

Ou seja, (alp) € {—1,0,1} e (alp) = a"> mod p.

O simbolo de Legendre tem as seguintes propriedades, de verificacao ime-
diata a partir da definicao:



1. (1]p) = 1 para todo o p;

2. (-1llp)=1sep=1 mod4,e(—1lp)=—-1sep=3 mod 4;
3. (a+ kplp) = (alp);

4. (ablp) = (alp)(blp).

Deduz-se também

1 se p=+1 mod8
(Q\p)—{ 1 sep=+4+3 mod8 °

Teorema 0.4 (Lei da Reciprocidade Quadratica) Dados primos impares
peq

p—1lg—1

(plg)(glp) = (=1) = =.

Por outras palavras, (q|p) = (p|g) se pelo menos um dos dois primos é
congruente com 1 médulo 4; se p e ¢ sao ambos congruentes com 3 moédulo

4, entdo (qlp) = —(plq).
Resolucao de equacoes médulo pF.

Proposicao 0.5 (Lema de Hensel) Dado p primo, se x1 € solu¢ao da equagao
f(z)=0 mod p,

e f'(x1) #0 mod p, entdo, para cada k > 0, existe uma Unica solugdo Ty
de
f(z)=0 mod p*
que satisfaz x, = 1 modulo p.
Se f(x1) = ptu,

Tpe1 = xp + pt mod pFt,

onde 0 <t <p € a solugio de u+ f'(z1)t =0 mod p
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Problemas

Esta lista contém também problemas referentes aos topicos ja referidos na
Ficha 5.

1. Usar o facto de que 2 é raiz primitiva médulo 13 para resolver a equacgao
A" +72* =0 mod 13.

2. Determinar o nimero de solugoes (distintas) de
(% —1)(2® —1)=0 mod 73.
3. Seja g uma raiz primitiva modulo p. Para quantos 0 < £ < p é que a
equacio ¥ = ¢ mod p tem
a) exactamente uma solu¢ao?
b) mais do que uma solugao?

4. Dado p primo, mostrar que se ord,(a) é impar, entao a é residuo quadratico
modulo p.

5. Neste exercicio demonstramos que se p ¢ um primo impar e g ¢ uma raiz
primitiva médulo p, entdo ou g ou ¢ + p é uma raiz primitiva médulo p*:

i) Mostrar que ord,2(g) = p — 1 ou ord,2(g) = p(p — 1), e que o mesmo
se passa para ord,(g + p);

ii) suponhamos que ord,2(g) = p — 1; aplicar a férmula do bindmio a
(g +p)P~! e deduzir que ord,2(g +p) #p — 1.

6. Calcular os simbolos de Legendre
(19]39), (—100|19).
7. Resolver as equacgoes

a) 3z +5x+5=0 mod 13;
b) 72> +8x =5 mod 17;



c) 62%° +2°+52x =0 mod 23;
d) 221"+ 52 +1=0 mod 19.
8. Para que primos p é que as seguintes equacoes tém solucgoes?
a) 2 = —2 mod p;
b) 22 =3 mod p;
¢) 22 =5 mod p.
9. Justificar que se 1999 divide a? + 2b%, entao divide a e b.
10. Determinar o nimero de solugoes das equacoes seguintes:
a) 2% + 23 =8 mod 3%,
b) 2% =1 mod 73%;
11. Resolver a equacao

2 +4r=0a mod 7

paraa =2e€ a = 3.



