Elementos de Matematica Finita
Lema de Hensel

No que se segue f(z) designa sempre um polinémio de coeficientes inteiros.
Como se viu, o Teorema Chinés dos Restos reduz a resolucao de uma equacao

f(x)=0 mod m

ao caso em que o modulo é a poténcia de um primo. A sequéncia de problemas
que se segue aborda este problema.

1. O caso linear. Seja p primo e consideremos a equacao linear
ar =b mod p*.

Se a é primo com p a equagcao tem solucao tnica, que pode ser descoberta
aplicando o algoritmo de Euclides, como se viu.
Vamos ver como podemos resolver esta equacao a partir da equacao mais
simples

ar =b mod p.

a) Seja x( a Unica solugao desta tltima equagao. Justificar que a solugao
da equacdo original ¢ congruente médulo p? com g + py onde 0 <
y < p. Mostrar que, substituindo = por esta expressao na equacao
original, obtemos uma nova equacamoédulo p na variavel y.

b) Resolver por este método
91x =15 mod 121.
¢) Deduzir a generalizagdo deste método para resolver uma equagiao
ar =b mod p~,

e aplica-lo no caso
47r =33 mod 125.



2. Seja p primo. Suponhamos que a congruéncia

f(z) =0 mod p’

tem k solucoes distintas aq,- - - , ag.

a) Em que classes de congruéncia médulo p’™! podem estar solucoes de
f(z)=0 mod p™?

b) Fazendo apenas calculos mod 3, determinar em que classes de
congruéencia médulo 9 e modulo 27 respectivamente se poderao en-
contrar as solucoes de

2 —62° + 22 +42°+1=0 mod 9

2’ — 62"+ 22 +422+1=0 mod 27.

3. Seja f(z) um polinémio de grau n e coeficientes inteiros.
Deduzir a Férmula de Taylor para polinémios:
P 5 fPa) ,

fla+a) = fla) + fla)r + —F—a"+ 5=’ + -+ )

onde f*) designa a derivada de ordem k de f.
Sugestao: basta considerar o caso de um mondémio (porqué?)

Nota: os coeficientes da representacao de f na férmula de Taylor conti-
nuam a ser inteiros.
4. Suponhamos que a ¢ uma solucao de
f(x)=0 mod p/

Diz-se que a é uma solugdo nao singular daquela equagao se f'(a) # 0
mod p; caso contrario, diz-se uma solugao singular.



a) Mostrar, usando a férmula de Taylor, que f(a+tp’) = f(a)+ f'(a)tp’
mod p/t.

b) Mostrar que existe uma tunica solugao (na varidvel ¢t) médulo p de
fla) + f'(a)tp’ =0 mod p’**

¢) Concluir que fica assim provado o
Lema de Hensel: Se f(x) é um polinémio de coeficientes inteiros e
a ¢ uma solugao nao singular de

f(x)=0 mod p’
entao, se z é a Unica solucao de
zf'(a)=1 mod p
a— f(a)z é a tinica solugio, congruente com a médulo p/, da equagao
f(x)=0 mod p/*!

5. Se f tem grau n > p, sabemos que existe um polinémio r(z) de grau < p
(inico médulo p) que tem as mesmas raizes que f médulo p.
Mostrar que mesmo que f(a) =r(a) =0 mod p ndo é verdade em geral
que se tenha

f'(a) =7"(a) mod p

Sugestao: considerar primeiro o exemplo f(x) = z" + 32* + 13 e p = 5.
Nota: esta observacao mostra que na aplicacao do Lema de Hensel,
embora possamos comegar por substituir f(x) por r(z) para determinar
as solucoes de

f(z)=0 mod p,
o carater (singular ou nao) dessas solugoes e o valor da derivada tem que
ser determinado usando o polinémio original.

6. Usar o Lema de Hensel para determinar as solucoes de

a) o’ —62° +22* + 422 +1=0 mod 27;



b) 22 + 2+ 57=0 mod 5%
¢) " +32>+13=0 mod 25

2

7. Mostrar que se p é um primo impar, a ## 0 mod p e x° = a mod p tem

solucao, entao
2> =a mod p’

também tem solucao, para todo o natural j.

8. E possivel “acelerar” a obtencao de solucoes: nas mesmas condicoes do
Lema de Hensel, se b satisfaz a congruéncia bf’(a) = 1 mod p’ e ¢ =
a — f(a)b entao f(c) =0 mod p¥.

9. Suponhamos agora que a é uma solucao singular de
f(x)=0 mod p’
ou seja que f'(a) =0 mod p.
a) Mostrar, por uma aplicacao semelhante da férmula de Taylor, que
f(x)=0 mod p/*!

ou nao tem solugoes congruentes com a modulo p/, ou tem p solucoes
nessas condigoes (e distintas médulo p/*1).

b) No caso de existirem p solugoes para
f(x)=0 mod p/*!

congruentes com a moédulo p’, nao ha & partida garantias de que
alguma delas seja também solucao de

f(z) =0 mod p/™
Mostrar que
fla+pt) = (q+rt+st?) mod p/t?

onde ¢, r, s sao inteiros dependentes dos valores de f (k)(a), e que por-
tanto a resolucao desse problema passa apenas pela determinacao das
raizes modulo p de um polinémio de grau < 2.



10. Usar os resultados provados até aqui para mostrar que a equacao
23 +2:2434=0 mod 5*
tem 2 solucoes para k = 1, 6 solucoes para k = 2 e apenas 1 para k > 3.

11. Neste exercicio continuamos a supor que a é uma solugao singular de
f(z) =0 mod p.

a) Seja ¢ a maior poténcia de p que divide f’(a). Usa-se a notagao

p' || f'(a). Supondo que j > 2i + 1, mostrar, usando de novo a

férmula de Taylor, que se b = a + tp’~ com t inteiro, entdo f(b) = 0

mod p’.

b) Deduzir que, nessas condigoes, se tem a seguinte congruéncia:

flattp’™) _ fla)  ,f(a)
P PP

e que em consequéncia existe uma unica solu¢ao (na variavel t) de

fla+tp =0 mod p/*!

mod p

¢) Sempre nas condigbes da alinea a), justificar as congruéncias
flla+tp’™") = f'(a) mod p*!
P fla+tp™)

12. Aplicar os resultados anteriores para descrever o melhor possivel as solugoes
de

a) 4z + 22+ 22 +5=0 mod 3%;
b) 223 + 22+ 22 +1=0 mod 5",



