1 Funcgoes Geradoras

Muitos problemas de Combinatéria Enumerativa tém como solugao uma
sucessao de valores. Por exemplo, fixando n, o problema de saber quantos
k-subconjuntos tem [n| tem como resposta a sucessao

(1)

o problema de saber de quantas maneiras podemos distribuir k£ bolas iguais
por n caixas diferentes tem como solucao a sucessao

k+n—1
n—1 )
Uma sucessao (ai) pode ser representada pela série formal

E akzk,

k>0

e assim por diante.

a que chamamos a funcao geradora da sucessao.

O termo série formal é usado para frisar que esta expressao nao deve ser
interpretada como uma funcao na variavel z. Nao ha portanto necessidade
de considerar a série, como se faz na analise, como a sucessao das suas somas
parciais, que converge para certos valores de z e diverge para outros.

Neste contexto, podemos tomar z apenas como um simbolo indeterminado
que satisfaz as propriedades

az™ 4+ bz" = (a + b)2"™, az™ x bz" = abz™"™",

E akzk

k>0

e a série formal

apenas como um objecto que permite coleccionar os elementos da sucessao
(ax) numa forma adequada a resolugao de problemas, como veremos adiante.



Antes de descrever e analisar mais detalhadamente estas operacoes vamos dar
alguns exemplos:

Recordemos em primeiro lugar a demonstracao combinatoria do Teorema
do Binémio de Newton.

Vnzc>§:<;>zk:(1+zw.
k=0

Se associarmos cada factor (1 4+ z) no lado direito da igualdade a um dos
elementos de um n-conjunto (por exemplo, [n] = {0,---,n — 1}) pode-
mos raciocinar do seguinte modo: ao desenvolver o polinémio numa soma
de monémios, obtemos uma parcela z* escolhendo z em k dos factores e 1
nos outros n — k; portanto o coeficiente de z* nesse desenvolvimento é igual
ao numero de k-subconjuntos de [n], que definimos exactamente como sendo

(1):

Exemplo 1.1 Usamos a mesma ideta para um problema um pouco mais com-
plicado. De quantas maneiras podemos escolher k elementos de um n— conjunto
se cada elemento pode ser escolhido no maxrimo duas vezes? Ou seja, quantos
k-multiconjuntos com elementos em n tém no mdazrimo duas copias de cada
elemento?

Exercicio 1.2 Determinar uma formula para o problema usando o Principio
de Inclusao-Fzclusao.

Como alternativa, consideremos a série formal

(1+2+2%)" = Zakzk;
k>0

no desenvolvimento do polindmio do lado esquerdo obtemos o mondmio 2*

como um produto z'* - -- 2™ em que
n
0§@§2V1§1§ne§:n:h
=1



O numero de maneiras de consequir 1sso, ou seja, o coeficiente ai, € eracta-
mente a resposta ao nosso problema.

Exercicio 1.3 Mostrar que

52 N e
=2 (2)0)
t=0

e fazer uma interpretacao combinatdoria simples deste resultado.

Sugestao: Comecar por usar o Teorema do Binomio e reescrever o duplo
somatorio que se obtém numa forma adequada.

Exercicio 1.4 Repetir o problema anterior para determinar de quantas maneiras
podemos escolher k elementos de um n—conjunto se cada elemento pode ser
escolhido mo maximo trés vezes.

Exercicio 1.5 Reproduzindo a abordagem feita num exemplo na aula, deter-
minar a funcao geradora para a sucessao ap onde ar € o numero de solugoes
da equacao

Tl + T2+ T3+ 24 =k

onde 0s x; sao inteiros na negativos satisfazendo as condicoes:
1 <z <6,
To,x3 < 8 e impares e

0< x4y <7 e par.



1.1 Séries formais

Embora nos exemplos apresentados a fungao geradora seja sempre um polinémio,
vimos ja que isso nem sempre acontece. Antes de continuar a explorar as
aplicacoes deste conceito vamos descrever brevemente as propriedades do con-
junto R[[z]] das séries formais com coeficientes reais (de facto, vamos estar
interessados fundamentalmente em séries de coeficientes inteiros, mas como se
vera em alguns exemplos, a obtencao de férmulas para os coeficientes inteiros
de certas séries formais passa pela consideracao de séries com coeficientes
reais ou até complexos).

Proposigao 1.6 O conjunto R][z]] estd munido de operagoes de soma

Z a2’ + Z b2t = Z(ak + bk)zk,

k>0 k>0 k>0
e de produto ou multiplicacao
E apz® x g b2t = g ckzk,
k>0 k>0 k>0

onde
k

Cr = Z ak_jbj,
5=0
que satisfazem as propriedades comutativa, associativa e distributiva do pro-
duto sobre a soma.
Além disso, a série formal com coeficientes todos iguais a zero € elemento
neutro para a soma e toda a série formal

Z akzk
k>0
tem inverso para essa operacao: a SErie
Z(—ak)zk.
k>0
A série definida por
ay =1, ar =0Vk > 0,



que identificamos com o numero 1, € o elemento neutro para a operacao de
multiplicacao.

Nota 1.7 A definicao da multiplicacao generaliza a mesma operacao entre
polinomios, que sao alids casos especiais de séries formais: wm polinomio €
uma série formal cujos coeficientes sao zero excepto para um conjunto finito
de indices.

Nota 1.8 A formula para o produto gemeraliza-se a um qualquer niumero
finito de factores: se ), a; 2%, com 1 < t < r, sdo séries formais, o
seu produto € dado por

T T

t=1 k>0 k>0 \ji+-tjo=k i=1

onde Zj1+---+jr:k representa a soma sobre todas as escolhas de indices 0 < j;,
1 <i<vw, tais que Y ., ji = k.

Exercicio 1.9 Mostrar que >_,-,arz" tem inversa multiplicativa se e s6 se
ag # 0. Verificar além disso que se os ay forem inteiros a inversa tem coefi-
cientes inteiros se e so se ag = 1.

Um exemplo fundamental é o da série formal >,., 2" que tem inversa
1— 2z, como se pode verificar usando a férmula de multiplicacao. Faz portanto
sentido escrever a igualdade

1
E 2F = :
11—z
k>0
Nota 1.10 No estudo das funcoes reais de varidvel real esta igualdade € uma
wqualdade entre funcoes, vdlida num determinado dominio da varidvel z. No
nosso caso, trata-se apenas de uma notacao para descrever uma relacao en-
tre duas séries formais, d semelhanca do que se faz em Aritmética Modular



quando se usa a~' para representar ndo o niumero racional %, mas sim a
classe de congruéncia inversa da de a, para um certo modulo m.

Estes abusos de linguagem sao constantes na teoria das séries formais: us-
amos a notacao €* para representar a série formal Zk>0 %zk, ete.
Sublinhamos de novo que o conceito de série formal corresponde a uma notacdo
comoda para lidar com sucessoes. Poder-se-ia alids definir directamente a
soma e produto de sucessoes, e esse € o modo de definir rigorosamente série
formal; nessa abordagem, o simbolo z corresponde a sucessao

(0,1,0,0,---).

Mas a utilizacao da linguagem das funcoes nao € sé um abuso de linguagem
para simplificar a notagao. O facto de wma certa série formal ter os mes-
mos coeficientes da série de Taylor de uma funcao, permite usar propriedades
conhecidas desta funcao para, por exemplo, fazer estimativas sobre a ordem
de grandeza desses coeficientes.

Ou, mais simplesmente, podemos usar valores dessa funcao para deduzir
wgualdades envolvendo os coeficientes da série formal: por exemplo, o Teo-
rema do Binomio tem como consequéncia que

> (3) =7

que tem uma interpretacao combinatoria evidente. Mas também que

n k n
zk: (k)2 =3
que nos diz que o numero de maneiras de escolher dois subconjuntos Y C
X C [n]é€ igual ao nimero de funcoes g : [n] — [3|; depois de conhecermos
a igualdade nao € dificil encontrar a sua interpretacao combinatoria: uma
fungdo g : [n] — [3] define um subconjunto de [n] por X = {x € [n]: g(z) <2
e um subconjunto Y C X, Y ={x € [n]: g(x) = 1}.



1.1.1 O Operador de derivagao

Definicao 1.11 FEstd definido no conjunto R|[z]] das séries formais com co-
eficientes reais o sequinte operador

D : R[[z]] — R][[#]], D (Z akzk> = Z kapz" 1 = Z(k + Dapg 2"

k>0 k>1 k>0
A definicao deste operador corresponde, no contexto das fungoes de variavel

real, a derivacao, e tem exactamente as mesmas propriedades algébricas:

Proposicao 1.12 Sejam f(z) = > jooaz” € g(2) = Y o0 bpz" séries for-
mais com coeficientes reais. O operador de derivacao tem as sequintes pro-
priedades:

1. D(f(2) + g(2)) = D(f(2)) + D(g(2));
2. D(f(2)g(2)) = f(2)D(g(2)) + D(f(2))g(2);

3. se f(z) tem inversa multiplicativa oL D (ﬁ@) _ _D;g((;)))"

4. a composicdo de D j vezes, aplicada a f(2), que se representa por D?(f(z))

¢ dada por
; k+j)!
pi(re) = TR o
k>0 '

Exercicio 1.13 Provar as propriedades da derivacao.

1.1.2 Composicao de Séries Formais

Antes de regressarmos ao estudo das aplicagoes a combinatéria enumerativa,
vamos referir brevemente uma outra operacao entre séries formais, a com-
posicao, que se define, mais uma vez, de modo idéntico a mesma operagao
entre funcoes. No entanto, como veremos ja de seguida, nao podemos definir
a composicao de quaisquer duas séries formais:
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Dadas séries formais f(z) = > ,ooa2” e g(2) = D150 b2", a composta
fog(z) = f(g(2) 56 pode ser

fog(z) =) ar(g(z)" =

k>0
= ag+ay(by+brz+boz® 4 -+ ) Fag(bE + 2bob1z + (2bgby +b2) 22 4+ ) A+

ou seja, se fog(z) for uma série formal Y, -, 2", o coeficiente ¢, usando
a féormula para o produto de séries formais, é dado por

w=Yol X v

>0 Jittie=k i=1
que é em geral uma soma com um nimero nfinito de parcelas: por exemplo,
co = E a,by, ] = E arrbg_lbl.
r>0 r>1

H4 duas situagoes em que este problema nao ocorre: uma delas é se f(z) for
um polinémio, uma vez que entao a soma que define ¢, é sempre finita; a
outra é quando by = 0:

Exercicio 1.14 Mostrar que se f(z) = Y qarz" € g(z) = > o0 br2" satis-
fazby = 0, eziste a série formal fog(z) = Zkzo cpz® e que os seus coeficientes
sao definidos por

w=Xa| X IIv

>0 Jitetie=k i=1

1.2 O exemplo das Fungoes Geradoras para escolhas com repeticao

Até aqui, as séries formais envolvidas nos exemplos foram sempre polinémios.
Vamos agora considerar o exemplo fundamental em que isso nao acontece.
De quantas maneiras podemos distribuir £ bolas idénticas por uma caixa?



A resposta é evidentemente 1 para qualquer k£ e portanto a funcao geradora
dessa sucessao é

g(z):1+z+22+z3+---:z:zk;
k>0

como vimos atras,

-1

o2) = (1—2)" = —

E de quantas maneiras podemos distribuir k& bolas idénticas por n caixas,
ou seja, fixando n, de quantas maneiras podemos fazer k escolhas num n-
conjunto, com repeticao e sem ordem? Embora ja saibamos a resposta, vamos
aplicar o método das fungoes geradoras: o nimero pedido é o coeficiente de
2¥ na série formal

(I4+z4+22+2"4--)"

uma vez que neste produto se obtém uma parcela z* por cada escolha de
expoentes z; satisfazendo

n

i=1

Concluimos portanto que a funcao geradora para o nimero de solucgoes do
nosso problema é
1

Zakz’“:(1+z+z2+z3+...)n:m.

A expressao dos coeficientes a; pode ser obtida do seguinte modo: a
derivada de ordem n — 1 de

g(Z)=ZZk=1iZ

k>0




como se prova facilmente por inducao.
Portanto, dado um n fixo,

1 1 (k+n—1)!
1—2" (n—l)!g( =) =2 Kl(n—1) 2,

confirmando a resposta ja conhecida
k+n—1
ajp = .
: k

Nota 1.15 Uma outra versao desta iqualdade de séries formais €

>0 =a=am

J=0

Nota 1.16 Generalizando o Teorema do Binomio deveriamos ter
1 —nN k
- (1))
k>0

e portanto, pela tqualdade deduzida anteriormente

(—;) :(_1)k<k+z—1>;

Isso faz de facto sentido definindo, para qualquer x

(x) _a(r 1)@kt

k k!

ou seja, definindo (i) como sendo o polinomio do lado direito.

Obtemos assim, mais geralmente,
(12" =3 (-1t (”z) o
k>0

10



O exemplo seguinte mostra, por um lado, como podemos usar a general-
izacao do caso anterior, e por outro ilustra uma maneira de deduzir em certos
casos a expressao explicita dos coeficientes de uma série formal.

Exercicio 1.17 Mostrar que a funcao geradora para o nimero ay de maneiras
de distribuir k bolas por 2 caizas C1,Cy, com a condi¢cao de Cy ficar com um
numero impar de bolas €

2o = Ty

k>0

e usar uma decomposicao da forma

z A N B N c
(1—2)21+2) 1—2z (1-2)2 1+2
para determinar uma expressao explicita para ay.

Vale a pena saber que a existéncia das constantes nas decomposicoes de
fungoesracionais como no exemplo anterior é garantida pelo seguinte

Teorema 1.18 Se p(x) e q(x) sdo polindmios (com coeficientes reais ou com-
plexos, por exemplo) tais que o grau de p é menor que o de q e q(x) =
q1(7)g2(x) onde q1 e q2 sdo polindmios sem raizes comuns, entao existem
polinomios p1 e py de grau menor que qi € qo, respectivamente, satisfazendo

a sequinte iqualdade:
po) _ o) | o)
q(z)  @(z) @)

Mais um exemplo em que se usa a representacao de uma funcao geradora
como produto de séries formais e a igualdade

1 B k+n—1 -
<1—@n‘§:( n—l)z'
k>0

Exercicio 1.19 Mostrar que o nimero de maneiras de decompor [n] como
uniao disjunta
(1, kYU{k+1, - ,n}

11



e depois escolher j elementos no primeiro conjunto e | no sequndo, € dado

> (5 ")

Para chegar a um resultado mais simples, mostrar que o produto das funcoes

geradoras oy (’;) s (;) .

k>0 i>0

f(2)g(2) = ; <kz; (?) (n i k)> :

e portanto a resposta a nossa perqunta € o coeficiente de 2" nesta série formal.

SN

Mostrar que

P2 2!
f(z) = m, 9(z) = m,
e que portanto

2t : k+j+1+1
- - @ _ J+l§: k
f@)9) = e = k>o< jHi+1 )Z

Deduzir que o coeficiente de z" nesta série corresponde a escolher k =

n—j—1leé
n+1
(i)

Determinar uma bijeccao, sugerida por este resultado, entre as solucoes do
problema original e os j + | + 1-subconjuntos de [n + 1] .

12



1.3 Funcoes Geradoras e Recorréncias

O método das fungoes geradoras é também adequado para determinar férmulas
para os termos de uma sucessao definida por recorréncia, como acontece em
muitos casos para sucessoes com significado combinatorio. Ilustramos esse
facto com um exemplo basico:

Exemplo 1.20 Quantas sequéncias de O e 1 de comprimento n existem sem
dois 1 sequidos?
Chamemos ao conjunto dessas sequéncias C,, e seja a, a sua cardinalidade.
Temos

ayg = 1,&1 = 2,&2 = 3.
Seja n > 1; uma sequéncia de C, que termina com um 0 é da forma s0
onde s € C,,_1, e reciprocamente, dada s € C,,_1 podemos acrescentar um 0

e ficamos com uma sequéncia pertencente a C,, ; ou seja, estabelecemos uma
bijeccao entre C,,_1 e o subconjunto de C,, das sequéncias que terminam em
0.

Se uma sequéncia de C,, termina em 1, tem que terminar em 01 e € portanto
da forma s01 em que s € C,,_o; e reciprocamente a partir de s € C,,_s podemos
construir a sequéncia s01 que pertence a C,.

As duas bijeccoes construidas mostram-nos que

ap = Qp_1 + Qp_s, YN > 2,
tal como nos numeros de Fibonacci F,. De facto, a, = F,1, se definirmos
Fo = F1 = 1, Fn—H = Fn + Fn—l; n Z 1,

(a defini¢do usada na Ficha de exercicios tem uma pequena diferenca nos
indices).

Vamos agora deduzir uma féormula para F),, usando funcoes geradoras. A
ideta € obtermos uma expressao conveniente para a série formal

f(z):ZFnZn:FO—I—Flz—}—F222+

n>0
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1 e obtemos

Multiplicamos a igualdade da formula de recorréncia por 2"
1 1 1
Fn+lzn+ = FnZTH_ + Fn—lzn+ )

que vale para todo o n > 1. Somamos em ambos os lados para todo o n > 1
e obtemos a iqualdade de séries formais

Z Fn+lzn+1 _ Z Fnzn—i-l + Z Fn_12n+1.

n>1 n>1 n>1

Do lado esquerdo temos
B+ 32 4= f(2) =1 — 2,
enquanto que do lado direito temos
(F122 + Fo’ - )+ (R + P2+ ) = 2(f(2) = 1) + 22 f(2)

Resolvendo para f(z) obtemos a igualdade de séries formais

f(z) = —

1—2—2%
Para obter uma expressdao explicita para os coeficientes de f(z), factorizamos
o denominador

1+5 1-5.

1—2—22=(1-az2)(1-p2), com o= 5 , B= B
pelo método dos coeficientes indeterminados deduzimos que
1 A B
= +
l—2z—22 1—az 1-—p8z
onde 5
Q
A=— B=——.
e e
Como
1 n.n
= o'z
1 —az



chegamos a

o Bn—l-l
_%Z%Oénzn Zﬁnn_z oL

n>0 n>0

e portanto
O/H—l . ﬁn—i—l

V5

Note-se que, como —1 < B < 0, podemos concluir que F,, € o inteiro mais

F, =

CMTH_I
proximo de W7 ou ainda
( an+1 .
sen € impar
RVEN
F, =<
an+1 +1 )
sen € par
L V5

Exercicio 1.21 Determinar, pelo método das funcoes geradoras, a solucao
da recorréncia
(pit1 = 2a, + N, ap = 1.

1.4 Funcoes Geradoras para Partigoes

Quantas particoes de k existem em que cada parcela é menor ou igual a n?
Este problema pode ser formulado de outra maneira:
Quantas solugoes em inteiros nao negativos existem para

x1+2x2+---m:n:k?
Em cada solugao desta equacao, x; representa o nimero de parcelas iguais a
7.
Com esta interpretacao torna-se mais facil deduzir que a funcao geradora
associada é

(T+z+224+ )1 +2+24 ) (2" 2+ ) =

15



n
;-
N 1 — 27’
J=1
ou seja, o ntimero pedido é o coeficiente de z* nesta série formal.

Nota 1.22 Como se viu numa referéncia anterior a particoes de um inteiro,
a descricao destas por meto de diagramas de Young permite mostrar que
aquele € também o numero de particoes de k com n ou menos parcelas.

Por outro lado, o nimero p(k) de partigoes de k com qualquer nimero de
parcelas ¢ dado pelo nimero de solucoes em inteiros nao negativos de

x1+ 229+ - kx =k,

em que, mais uma vez, em cada solugao z; representa o numero de parcelas
iguais a j; evidentemente, nao pode haver parcelas maiores que k.
A funcao geradora é o produto infinito

(I+z+224+)A+2+24 ) (L") =

1
:Hl—zj'

Jz1

Embora se trate de um produto infinito (de somas infinitas...), para calcular
o coeficiente de um certo z* basta evidentemente considerar o produto dos
factores com j < k, e nestes factores podemos truncar a série de poténcias
ignorando as potén cias maiores que k:

Exemplo 1.23 Para calcular p(8), ou seja o coeficiente de 25 em [1is1 ﬁ,
basta determinar o coeficiente em
18/4]
(),
j<8 \ i=0

claro que este polinéomio tem grau muito mais elevado, mas o coeficiente de

2F s6 representa o nimero de particées de k para k < 8.
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Existem muitos resultados sobre particoes de inteiros que se deduzem a
partir do estudo de Funcoes Geradoras, envolvendo frequentemente ferra-
mentas da Anélise Real, da Combinatéria e da Teoria dos Nimeros que vao
muito para além do ambito deste curso. Terminamos esta seccao com um
exemplo particularmente simples e surpreendente.

Considere-se a série formal
G(z) = H(l + M) = Zanz”.
k>1 n>0

Observando a primeira expressao, concluimos que a,, representa o nimero de
particdes de n em parcelas distintas: cada factor (1 4 z¥) contribui ou nao,
uma unica vez, para o termo z" no desenvolvimento da série, e portanto o
coeficiente deste é o niimero de maneiras de obter o expoente n como soma
de parcelas distintas.

Notamos que

H(1+ by Hl—z% H 1
z = —_— PE—

1— 2k . 1— 2k

k=1 k=1 k impar
e portanto, representando este ltimo produto como série formal,
1 n
II 7==> b
k impar n=0

onde b, é o numero de particoes de n em parcelas impares.
Concluimos que

Proposicao 1.24 O numero de particoes de n em parcelas distintas € igual
ao numero de particoes de n em parcelas impares.

E possivel deduzir esta igualdade estabelecendo directamente uma bijeccao
entre os dois conjuntos de particoes, por intermédio, por exemplo, dos seus
diagramas de Young, mas nao é de modo nenhum evidente como o fazer.
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Exercicio 1.25 Considere-se a série formal >, -, arz" que € a inversa mul-
tiplicativa da Funcao Geradora dos numeros de particao. Temos portanto

Zakzk = H(l —2").

k>0 n>1

Deduzir que ap € igual ao numero de particoes de k num numero par de
k

parcelas distintas menos o numero de particoes de k num numero impar de

parcelas distintas.

Comprovar o resultado anterior para k =7 e k = 8.

1.5 Calculo de somas

O método das Funcgoes Geradoras é também particularmente 1til para o
calculo de somas do tipo b(n) = > ,a(n,k), ou seja, em que as parcelas
dependem de uma outra varidvel. A ideia consiste simplesmente em con-
siderar a funcao geradora ), .,b(n)2", inverter a ordem dos somatérios e
procurar resolver ou simplificar a soma interior (em n).

Ilustra-se a aplicacao deste método com um exemplo:

Exemplo 1.26 Calcular a somab(n) =, ("+k) 2"k ¢ claro que o dominio
da varidvel k se pode tomar como 0 < k < n, mas como vimos atrdas nao
precisamos de o especificar; consideramos a fungdao geradora

z%b(n)—§%<§k:<n;€k)2k> kg;wg;(”*k) i

neste ponto notamos que de facto o dominio de n, para k fizo, é n > k;
mudando de varidvel no somatorio em n, pondo n — k = j, ficamos com

_ + 2k
ZQ Z(j ) ]_Zkl_gzzmp

k>0 j=>0 k>0

18



onde a ultima igualdade decorre da deducdo feita noutra seccao sobre o ex-
emplo das escolhas com repeticao.
Podemos agora calcular esta série

k
1 z
k — — | =
Z z)2k+1 - 1_222 ((1 —22)2>
k>0 k>0
1 1 1 -2z

T (1-22)2—

Nota 1.27 Note-se que este calculo se baseou na aplicacao, intuitivamente
obvia se pensarmos em termos de funcoes, da operacao de composicao de

séries formais: é uma série formal g(z) = > g ckz® comcy =0 e

(1 —22)2
podemos portanto fazer a composicio f(g(z)), onde f(z) =3 40 2"

Voltando ao exemplo, o polindmio no denominador tem raizes 1 e 1/4 e
portanto podemos factorizd-lo como

1 -2z
(1 —2)(1—4z2)
e decompor esta e:z:pressdo na forma

1 1422\
3(1—z)+31—4z Zz+ 24’2 Z( 3 )Z

n>0 n>0

Concluimos assim que
1_+_22n+1

3

Exercicio 1.28 Determinar o valor de a, =) ;- (nﬁk) considerando a re-
spectiva fungdo geradora Yy -, an2".

b(n) =

Exercicio 1.29 Considerar, para m > 0 fixo, as funcgoes geradoras das duas

==X (0T ()0

e deduzir que a,, = b,, para todo o n > 0.
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1.6 Funcoes Geradoras Exponenciais

Exemplo 1.30 Considere-se o sequinte problema: quantas palavras de k le-
tras se podem formar a partir de4 A, 3 B, 2 Ceb D?
O coeficiente de z* em

(I+z+224+ 2+ +24+22+21+2+ 21+ 2+ 22+ 25 + 20 +2°)

nao nos da o que queremos: esse coeficiente dd-nos o numero de diferentes
multiconjuntos com k letras que podemos formar mas nao distingue a ordem
em que elas ficam.

Mas se fizermos o desenvolvimento de

Z2 ZS Z4 22 23 22 22 23 24 Z5
(1+Z+§+§+5) (1+Z+§+§) (1+Z+§) (1+Z+§+§+Z+§>,

o termo correspondente a termos escolhido o expoente x1 no primeiro fac-
tor, xo no sequndo, etc, com

$1+ZC2+$3—|—ZC4:]€

terd coeficiente e portanto, se representarmos aquele produto na

371!1'2!1'3!1'4!’
forma Zkzo %zk, temos que aquela escolha contribui para o coeficiente ay

Y
xl, 372, ,I'g, 374

que conta exactamente o niumero de maneiras de ordenar 1 A, 9 B, x5 C

exy D.
k

. z , . . .
Logo o coeficiente de L que € a soma de todos os coeficientes multinomiais

k
( ), da-nos o resultado pretendido.
Ly,T2,T3, T4
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Definicao 1.31 Dada uma sucessao (ax), a sua fun¢do geradora expo-
nencial da sucessao, € definida por

Sk

k>0

b, -
Z%zkaﬁz]:

k>0 §>0
k

_ 3 @ be—j )k _

il Y

S\ i (k=7)
B i k ! 2k
= Z ] a;0k—; E

k>0 \j=0

ou seja, o produto de funcoes geradoras exponenciais é também uma funcao
geradora exponencial que, no caso de se ter

ajp = ak, bj = b‘],
nos da a conhecida férmula do produto de exponenciais:

k ; k
a’ v o (a+b)"
—k'z X g —j!zj = g T 2",

k>0 7>0 k>0

1.7 O Teorema de Polya

Muitas familias de ntimeros relacionadas com problemas combinatorios de-
pendem de mais do que um parametro e pode ser 1til associar-lhes funcoes
geradoras com mais do que uma varidavel. Embora nao entremos aqui nesse
tema, encerramos esta breve introducao a Teoria das Fungoes Geradoras com
um desenvolvimento sobre o problema de contagem com simetria, no qual se
consideram funcoes de varias variaveis.

21



Voltando ao problema geral da contagem com simetria - mas continuando
a usar o problema de contar coloragoes como guia - podemos ser mais ambi-
ciosos e querer uma férmula que nos indique quantos padroes (ou seja, classes
de equivaléncia de coloragoes) existem em que cada cor i é usada exactamente
t; vezes. E claro que se o conjunto em que fazemos as nossas coloracoes tem
n elementos, e se temos m cores, entao Zfil ti = n.

Para conseguir esse objectivo, comecamos por melhorar a nossa férmula

w:ﬁZu(oM

oeG
usando as observagcoes feitas imediatamente a seguir a deducao do Teorema
de Cauchy-Frobenius-Burnside: |I(c)| = m* onde m é o nimero de cores e k
o numero de ciclos de o; se ¢ tiver tipo

[Oél,"’ 7an]

. n
tem-se obviamente k =) ., .
Para termos informacao sobre o niimero de vezes que cada cor é usada, temos
que reter na férmula nao s6 o nimero de ciclos, mas também os seus compri-
mentos. Para isso, consideramos a funcao, chamada indicador de ciclos,

1

Z(Zl, T ,Zn) — @ Z Z?I(U)z;@(a) ce ZTO;"(U)

onde [a1(0),as(0), -+ ,an(0)] é o tipo ciclico de o.

Por exemplo, o indicador de ciclos para as permutacoes dos vértices do cubo

4

é
1
71 (zi3 + 625 + 325 + 827235 + 6;2;1) :

Como se verifica a partir da definicao, obtemos o niimero de érbitas substi-

tuindo z; por m para todo o :

w=2Z(m,---,m).

Associemos agora a cada cor ¢ uma variavel x;. Considere-se, no exemplo
anterior, a parcela correspondente a uma das permutacoes: por exemplo, uma
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das 8 rotagoes em torno de um eixo que liga dois vértices opostos, contribui
com a parcela z723 para o indicador de ciclos; naturalmente, podemos colorir
cada um dos ciclos com qualquer uma das m cores; quantos vértices de cada
cor obtemos? Se nesse monémio substituirmos z; por 1 + - -+ + x,, € 23 por

23+ -+ a3 e desenvolvermos, obtemos

(214 ap)? (@ 42l =D aaltaly

t

onde a soma se faz sobre todas as m-tuplas t = (t1,- -+ ,t,,) de inteiros nao
negativos que satisfazem t; +--- +t,, = 8.
Por um raciocinio inteiramente analogo ao feito na introdugao ao método das
funcoes geradoras, o coeficiente a; é a resposta 4 nossa pergunta. De facto, o
que fizémos agora foi deduzir a funcao geradora para a nossa contagem, que
neste caso é uma funcao de m variaveis.

Generalizando, se substituirmos no indicador de ciclos Z(zy,- -+ , z,) cada
z; por x} + --- + x! , obtemos uma nova funcao, o inventario de padroes

w(:vl,--- ,Slfm) 22(2%72%27 ,ZCC?)

cujo desenvolvimento

t
(.d(CCl,"' ’xm) = g atxll...x%{l

t

- onde a soma se faz sobre todas as m-tuplas t = (¢1,- - ,t,,) de inteiros nao
negativos que satisfazem ¢; + --- + ¢, = n - nos dd a informagao completa
sobre os padroes: a; ¢ o numero de padroes em que cada cor i foi usada
exactamente t; vezes.

Exercicio 1.32 De quantas maneiras podemos colorir as arestas de um cubo
com trés cores, na condicao de que cada cor € usada o mesmo numero de
vezes?
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