Elementos de Matematica Finita
Ficha Complementar: niimeros perfeitos

Definicao 0.1 o : N\ {0} — N designa a funcdo que a cada natural positivo
faz corresponder a soma dos seus divisores positivos:

o(n) = Z d.

0<d|n

Por exemplo, ¢(10) =142+ 5+ 10 = 18.

Notagao 0.2 No que se seque, usaremos a notagio s(n) para representar a
soma dos divisores positivos prdprios de n, ou seja, s(n) = o(n) — n.

1. Mostrar que o é uma fungao multiplicativa: se mdc(m,n) = 1 entao
o(mn) = o(m)o(n) e que se n = [[, pi" entdo

ki+1
Ty 1
o(n) =
. pi — 1
(2
Os matematicos da escola de Pitdgoras designavam por niimeros per-
feitos aqueles que satisfaziam o(n) = 2n, ou de modo equivalente, s(n) = n,
ou seja, aqueles nimeros em que “o todo é a soma das partes”. Vamos intro-
duzir termos para designar as possiveis relagoes entre um nimero e a soma

dos seus divisores proprios:

Definicao 0.3 Um natural n > 0 diz-se
1. perfeito se s(n) = n,
2. abundante se s(n) >n e

3. escasso se s(n) < n.

2. Demonstrar o seguinte teorema de Euclides:

1



Teorema 0.4 Se 2! — 1 € primo entdo 271(2 — 1) € perfeito.

Nota 0.5 A condigao 2" — 1 é primo implica que t € primo (porqué?). Os
numeros da forma 2" —1 com n primo designam-se por numeros de Mersenne,
em homenagem ao matemdtico e tedlogo francés Marin Mersenne (1588-
1648), e os primos dessa forma sdo os primos de Mersenne. A investiga¢ao
sobre estes niumeros continua activa e em Dezembro de 2018 foi descoberto o
mator primo de Mersenne conhecido até agora:

282589933 -1

um numero primo cuja representacao decimal tem 24862048 algarismos...

Cerca de vinte séculos depois de Euclides, Euler demonstrou a seguinte
reciproca parcial:

Teorema 0.6 Se N é um numero perfeito par entdao existe um primo n tal
que N =2""1(2" — 1) e 2" — 1 € primo.

3. Demonstrar este teorema de Euler:

a) Escrever N = 2", com t fmpar e n > 1; usar a hipétese de que N é
perfeito e as propriedades da funcao o para obter uma expressao para
o(t), dependente de t e n;

b) deduzir de a) que 5 ¢ inteiro e portanto um dos divisores de ¢;

¢) concluir que t = 2" — 1 é primo.

Continua em aberto, entre muitos outros relacionados com este, o problema
de saber se existem numeros perfeitos impares. Pode-se comecar a perceber
a dificuldade do problema estudando condicoes para que um nimero impar
seja abundante (ou escasso).



4. Mostrar que se m é abundante, entao mn também o é, para qualquer
n > 0.

5. Mostrar que se p é um primo fmpar, p2* é abundante se p < 2"t —1 ¢
deficiente se p > 281 — 1.
Como se generaliza este resultado para ntimeros da forma p?2+?

6. Usando a expressao obtida acima para o(m),mostrar que se m =
Y
Ik o, . .
[[,—; p;", com k; > 0 para todo o i, é a factorizacao de m em factores primos,

entao z l
1 m ;
i=1 pi m i Pl
e que a primeira desigualdade é estrita se e sé se para algum 1 < i <[ se tem
k; > 1.

7. Deduzir a partir das desigualdades do enunciado anterior (e da sua
demonstragao):

a) Nao existe nenhum m abundante ou perfeito impar sé com dois factores
primos;

b) S6 existe m abundante ou perfeito impar com exactamente trés factores
primos para as triplas de primos {3, 5,7}, {3, 5,11}, {3, 5, 13}, e para cada
um destes casos existem infinitos m abundantes nessas condigoes;

¢) Se m é abundante ou perfeito e impar e 3  m entdo m tem pelo menos
7 factores primos distintos; se, além disso, 5 1 m, m tem pelo menos 15
factores primos distintos;

d) Se m = 3'57 x n, onde n é um produto de factores primos maiores que 5,
ei>1ej>1, entdo m é abundante (e portanto nao perfeito).

Um outro problema relacionado com este tema é o da determinacao de
ciclos para a fungdo s(n): existem varios pares m,n tais que s(m) = n e
s(n) = m (os pares de inteiros “amigaveis”), embora nao exista uma caracter-
izacao completa destes pares. Existem, isso sim, algumas férmulas para obter
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pares amigaveis, como por exemplo a seguinte, descoberta pelo matematico
arabe do século IX, Al-Sabi> Thabit ibn Qurra al-Harrani :

8. Mostrar que, dado k > 1, se os inteiros
p=3x281t 1, =3x2"—1ler=9x2%1t_1

sao primos, entao
m=2"pq en=2"r
sao amigaveis.
Nao se conhece nenhum par m, n de inteiros amigaveis com paridade difer-

ente.

Existem ciclos de comprimento maior para s(n), ou seja, inteiros positivos
mi, Mo, -+ , My, com k > 2, tais que

s(mi) =miy Vi < k, e s(my) = my.

Mas o estudo computacional destes ciclos, e mais geralmente das érbitas
de s(n), depende da nossa capacidade de calcular s(n), ou seja, de factorizar
um inteiro n.



