Elementos de Matematica Finita
Ficha Complementar: o problema de Frobenius

Dado um conjunto de inteiros positivos

A={a1 <ay < ...<a,:md.c.(a,as,...,a,) =1}
diz-se que um inteiro x é representavel (ou, mais explicitamente, repre-
sentavel por {ay,as,...,a,}) se existirem inteiros nao negativos uy, us, . .., Uy,
tals que

T = U101 + U202 + -+ + + UpQy.

O Problema de Frobenius consiste em , dados os a;, encontrar o maior inteiro
que nao € representavel e que denotamos por g (ay,asg, ..., a,).

Porque que deveria existir este nimero? A duvida é perfeitamente razoavel
mas a sua existéncia ser confirmada mais a frente.

0. Se min{a; : 1 <i <n} =1, qual o valor de g (ay,as,...,a,)?

1. Considerar A = {2,5} e verificar que todos os inteiros excepto 1 e 3 sao
representaveis. Portanto, que neste caso g (2,5) = 3;

2. Considerar agora A = {5,7} e deduzir que ¢ (5,7) = 23;
3. Demonstrar que para n = 2 se tem a seguinte formula de Sylvester
g(a,b)=(a—1)(b—1)—1.

Sugestao: qualquer inteiro x se pode escrever, de uma tunica maneira, na
forma
xr=au+bv
com 0 < u < b (porqué?).
Justificar que se x é representavel por {a,b} entdo esta é uma das possiveis
representacoes. Qual o maior x = au+ bv paraoqual 0 <u <bewv < 07?

4. Uma deducao ligeiramente diferente da férmula de Sylvester, usando
mais explicitamente a nocao de congruéncia:
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a) Justificar que em cada classe de congruéncia médulo a o menor inteiro
representavel é um multiplo de b, mais especificamente, mostrar que se,
para cada 0 < t < a, definirmos m; como o menor inteiro representavel
por {a,b} e congruente com ¢t médulo a, entdo m; = bv; onde v; é o Unico
inteiro que satisfaz

0<v<a buy =t mod a.

b) Notar que as classes de congruéncia médulo a de bu, com 0 < u < a, sao
todas distintas.

¢) Concluir que a classe de congruéncia médulo a de g (a,b) tem que ser a
mesma de b(a — 1) e que, portanto,

g(a,b) =bla—1)—a.

5. Mostrar que , dados 0 < a < b, os conjuntos dos inteiros representaveis e
dos nao representaveis sao mutuamente simétricos; mais precisamente, r € Z
é representavel se e sé se g (a,b) — x nao é representavel.

Em particular, exactamente metade dos inteiros 0 < x < g (a,b) é repre-
sentavel (g (a,b) é sempre impar; porqué?)

Nao se conhece uma férmula geral andloga para n > 2 (mesmo para n = 3!),
mas existem véarios resultados e algoritmos relacionados com esse problema.
Os exercicios seguintes ilustram apenas uma pequena parte desses resultados

6. Mostrar que dados 0 < a < b < ¢, com mdc(a,b,c) = 1, o problema de
Frobenius estd bem posto, ou seja, existe de facto um natural g (a, b, ¢) tal que
todo o x > g (a,b,c) é representéavel.

Sugestao: sendo d = mdc(a,b), aplicar a formula de Sylvester ao par dm,c
para um natural m adequado.

7. Generalizar o argumento do problema anterior para 0 < a; < ag < --- <
an, com n > 3.



Dizemos que um inteiro x é positivamente representavel por {ay,as, ..., a,}
se existirem inteiros positivos uq, mo, ..., u, tais que

T =u1a1 + U202 + -+ + 4 UpGy.

Definimos entao f(ay,--- ,a,) como o maior inteiro que ndo é positivamente
representavel por {ay,as, ..., a,}.

8. Mostrar que f(ay,- - ,a,) = g(ar, - ,a,) + > p_; ar; em particular
f(a,b) = ab.

9. Para cada 0 <t < ay, definimos m; como o menor inteiro representavel
por {ai,as,...,a,} e congruente com t médulo a;. Mostrar que

a) Se x =t mod a; entdao x é representavel se e 86 se T > my;

b) m; é representavel por {as, ..., a,};
c) glay, - ,a,) =max{m; —a; : 0 <t <a}.
10. Seja d = mdc(ag,--- ,ay,). Definimos, para cada 0 < ¢t < ay, m; tal

como no exercicio anterior, e, de modo semelhante, r; como o menor inteiro
representavel por {al, =z %"} e congruente com t médulo a;.

a) Mostrar que {m; : 0 <t <a1} ={dr: 0 <t <a}.

b) Usar o exercicio anterior para mostrar que

g(a1, a9, ,ap) = dg (al,%,...,%) +a(d—1).
¢) Concluir que (ver exercicio 8) f(ay, a9, - ,a,) =d f (al, 2 %”)
d) Calcular ¢(6, 10, 15).
11. Dados os inteiros aq, a9, - - - , a,, definimos para todoo 1 <k <n
dr = mdc (ay,a9,- - ,ay)
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7=2
Note-se que T' depende da ordem dos a;.

a) Verificar que se
aa
m=0 moddy, em > %
2

entao m é positivamente representavel por aq, as.

b) Mostrar, por indugao que para todo o 2 < k S n, se

m=0 mod d em>Za] d
7j=2
entao m é positivamente representavel por ai, as, - -+ , ag.
O caso k = 2 foi provado na alinea anterior; suponhamos que k > 2 e que
a afirmacao é verdadeira para k — 1;

i) Dado m nas condigoes indicadas, justificar que
m = Zaj —H)d;€ com b > 1;

ii) mostrar que a equagao

At = bdk mod dk—l

d—1.

di

iii) mostrar que, por hipdtese de inducao, existem inteiros positivos x;,
para 1 <1 < k, tais que

tem uma solucao, que designamos x;. satisfazendo 0 < x; <

k—1
m — Trap = Z €T;a;
i=1
o que completa o passo de inducao.

O exercicio anterior da-nos f(ay,as, -+ ,a,) < T(ay,as, - ,a,).



