1 Coloragoes de grafos

Definicao 1.1 Uma k-coloracao de um grafo G é uma fungao f : V. — S
definida no conjunto dos vértices de G e com imagem num conjunto S com
k elementos (o conjunto das cores), com a propriedade de que se u e v $Go
adjacentes entao f(u) # f(v). Um grafo para o qual existem k-coloragoes
diz-se k-coloravel.

Por definicao, um grafo com lacetes nao admite coloracoes. Por outro lado,
um grafo sem lacetes é k-coloravel se e s6 se o grafo simples que se obtém
identificando todos os conjuntos de arestas paralelas também o for. Assim,
no que segue, consideraremos apenas grafos simples.

Definigao 1.2 O nimero de colora¢ao de G, x(G), € o menor k para o qual
G € k-coloravel.

Algumas observacoes elementares sobre o nimero de coloragao:

Um grafo G de ordem n é k-coloravel para todo o k > n, pelo que
X(G) < n.

X(G) = max{x(H) : Hcomponente conexa de G}.

O tnico (a menos de isomorfismo) grafo de ordem n com niumero de
coloracao n é o grafo completo K.

X(G) = 1 se e sé se G nao tem arestas; x(G) = 2 se e s6 se G é bipartido,
ou seja, se existe uma particao dos vértices de G,

V=XUY; XNY =10

tal que toda a aresta de GG incide num vértice x € X e noutro vértice
y € Y. Em particular, as arvores bem como os ciclos de comprimento
par tém numero de coloracao 2.

Os ciclos de comprimento impar tém nimero de coloracao 3.
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Provar que x(G) < k é equivalente a determinar uma particao dos vértices
V=XiuXoU- - --UJXy; X,HXJZQVZ#]

em conjuntos estaveis, ou seja, tal que para qualquer ¢ < k e para quaisquer
vértices u,v € X;, u e v nao sao adjacentes. Vamos designar uma particao
deste tipo uma particao estavel.

Um caso particularmente simples é o dos grafos com x(G) = 2, ou seja
os grafos cujos vértices sao a uniao disjunta de dois conjuntos estaveis, que
como referimos sao designados grafos bipartidos.

Esses grafos podem ser identificados por uma outra propriedade:

Proposicao 1.3 Um grafo simples € bipartido se e so se nao contém ciclos
(caminhos fechados) de comprimento impar.

Demonstracao 1.4 Suponhamos que G um grafo bipartido com decomposi¢ao
Vo=XUY; XNY =0 do conjunto de vértices em conjuntos estdveis. Um
ciclo € entao forcosamente determinado por uma sequéncia de vértices

T1,Y1,X2, " ,Lj5,Y5

onde x; € X ey; €Y, e tem portanto comprimento par 2j.

Reciprocamente, suponhamos que G nao contém ciclos de comprimento impar.
Notamos que basta provar que cada componente conexa de G € um grafo bi-
partido, ou seja, basta provar a implicacao para grafos conexos. Escolhemos
um vértice qualquer x e definimos dois subconjuntos de vértices

X ={v e Vg :dist(x,v) =0 mod 2}, Y ={veVg:dist(r,v) =1 mod 2},

onde dist(, ) designa a distancia entre os v’ertices.

E claro que Vo € a uniao disjunta de X eY, uma vez que G € conexo. Resta
verificar que cada um desses conjuntos € independente, isto €, que quaisquer
vértices u,v € X (respectivamente u,v € Y ) sdo nao adjacentes.
Suponhamos que u,v € X sao adjacentes pela aresta a; existe um caminho Cy
de comprimento 2j entre x e u e um caminho Cy de comprimento 2k entre
v e x; o passeio fechado C1,a,Cy tem portanto comprimento impar e cada
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aresta nele contida € percorrida ou 1 ou 2 vezes; se eliminarmos nesse passeio
as arestas percorridas 2 vezes, ficamos com uma unido de ciclos (alguns dos
quais podem ter comprimento 0, ou seja, serem vértices isolados) dos quais
pelo menos um tem comprimento impar.

1.1 Relacao com outros parametros

Um minorante 6bvio para o nimero de coloracao de um grafo é dado por
w(G), que é a ordem do maior grafo completo que é subgrafo de G (também
designado o maior clique de G).

Por outro lado temos também x(G) > |V|/a(G), onde

a(G) = max{|S| : S C V¢ estavel}.

Isso decorre de que nenhum dos conjuntos monocromaticos de vértices X;
pode ter mais do que a(G) elementos; logo,

V= 1Xi| <a(G)k

1<k

1.2 Algoritmo ganancioso

Um algoritmo simples para colorir um grafo segue a estratégia ” gananciosa”:
Dada uma lista de cores c;, ¢o, - - - € com os vértices ordenados vy, - -+ , v, col-
orimos cada vértice por ordem usando a primeira cor que ainda nao foi usada
em nenhum vértice adjacente a ele.

Naturalmente, o resultado depende da ordem dos vértices e embora exista
sempre uma ordem que conduz a uma coloragao 6ptima (exercicio), é em
geral dificil determinar essa ordem antecipadamente.



Exemplo 1.5 Dado m > 1, seja G o grafo bipartido com vértices Vg = XUY
onde

X:{xl,"',xm} Y:{yl’...,ym}
e arestas (z;,y;) para todos os 1 < i, < m tais que i # j.
Se tomarmos os vértices na ordem Ty, , Tm, Y1, - ,Ym 0 algoritmo ganan-
cioso dd uma colora¢ao com duas cores e de facto x(G) = 2.

Mas se a ordem for x1,y1, -+ , Tm, Ym 0 algoritmo ganacioso produz uma col-
oracdo com m cores.

Entretanto, a analise deste algoritmo permite mostrar que

Proposicao 1.6 : Se G é um grafo conexo, simples, x(G) < A(G) + 1 onde
A(G) designa o mdzximo dos graus dos vértices de G.

Demonstracao 1.7 De facto, se colorirmos G sequindo a estratégia do al-
goritmo descrito atrds (para wma ordem qualquer dos vértices) com A + 1
cores, quando chegamos a um vértice v, no pior dos casos ele terd A vértices
adjacentes, todos coloridos com cores diferentes, e mesmo nesse caso ainda
temos uma cor disponivel.

Pode-se provar um pouco mais:

Teorema 1.8 (Brooks): Se G é um grafo conexo que ndo € um grafo completo
nem um ciclo de ordem impar, entio x(G) < A(G).

A aplicacao do algoritmo ganancioso mostra que o importante nao é tanto
o grau do vértice a colorir mas sim o nimero de vértices adjacentes ja col-
oridos. Essa ideia estd na base de um refinamento que podemos introduzir
no algoritmo ganancioso, estabelecendo um critério para a ordenacao dos
vértices, e que permite deduzir uma proposicao que pode dar uma melhor
majoracao para o numero de coloracao.
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Seja n a ordem de G. Fazemos uma ordenacao dos vértices de G' que passa
por considerar uma sucessao de subgrafos induzidos. Designamos Gy = G
e comegamos por escolher um vértice v; de grau 0(Gp); no subgrafo G; =
Go — {v1}, escolhemos de novo um vértice vy de grau §(Gy), e assim por
diante: em cada passo temos um subgrafo induzido Gy, escolhemos nele um
vértice vg,1 de grau minimo e definimos G171 = G — {vg11}, até esgotarmos
todos os vértices.

Colorimos os vértices de G aplicando o algoritmo ganancioso a ordem inversa

Uny Un—1," "+ , V2, U1,

notamos que, nesta ordem, cada vértice vy é adjacente a no maximo §(Gj_1)
vértices que o precedem na ordem; se d = max{d(Gy) : 0 < k < n}, podemos
colorir G' com d + 1 cores, uma vez que quando vamos colorir o vértice vy, no
pior dos casos existirao d vértices adjacentes ja coloridos, e portanto existe
decerto uma cor disponivel.

A estimativa para y(G) assim obtida depende certamente das sucessivas
escolhas de vértices de grau minimo nos subgrafos induzidos. Em qualquer
caso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.9 : Seja G um grafo simples e defina-se
d =mazx{d(H) : H subgrafo induzido de G}
. Entao tem-se x(G) < d+ 1.
Existem diversas variantes desta ideia que conduzem a outros tantos resul-

tados sobre a majoragao de x(G). Mas nao existe qualquer formula simples
nem um algoritmo que determine x(G) em tempo polinomial.

Exercicios XI.1

G
1. Mostrar que um grafo GG tem sempre pelo menos <X(2 >> arestas.

2. Mostrar que é possivel ordenar os vértices de um grafo G de modo a que
o algoritmo ganancioso de coloragao use apenas x(G) cores.
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3. Seja G um grafo (simples) com vértices V. S C V chama-se um conjunto estavel
se quaisquer dois vértices u,v € S nao sao adjacentes. S C V chama-
se uma cobertura de G se cada aresta de G incide em algum v € S.
Definem-se

a(G) = max{|S|: S C Vé um conjunto estavel}
B(G) = min{|S| : S C Vé uma cobertura deG'}
Mostrar que a(G) + B(G) = |V].

4. Mostrar que dado um grafo de ordem n
n

a(G)

onde a(G) designa o nimero maximo de vértices num conjunto estavel.

<x(G) <n+1-a(G)

5. Seja G um grafo com x(G) =k e
V=V,U---UV;

uma particao dos vértices em conjuntos estaveis, um para cada cor.
Mostrar que para cada ¢ < k existe algum v € V; que tem vértices
adjacentes de todas as outras cores. Em particular, G tem que conter
pelo menos k vértices de grau maior ou igual a £ — 1.

Sugestao: analisar a negacao da afirmacao contida no enunciado.

6. Mostrar que se G tem sequéncia de graus d; > dy > --- > d,, entao
X(G) < max{min(d; + 1,i) : 1 <i <n}.

7. Dados grafos G e H com o mesmo conjunto de vértices V', definimos GV H
como sendo o grafo com vértices V' e em que u,v € V sao adjacentes se
e s6 se 0 sao em G ou em H (ou em ambos).

a) Mostrar que
X(GV H) < x(G)x(H).

Concluir que x(G)x(G) > n.



b) Mostrar que 2v/n < x(G) + x(G) < n+ 1.

Sugestao para a segunda desigualdade da alinea b): usar a desigualdade
do exercicio anterior.

8. Dados inteiros r e t com 2r < t, define-se o grafo de Kneser Kn(r,t) do
seguinte modo: os vértices sdo os subconjuntos de [t| = {1,2,--- ,t} com
r elementos; dois vértices sao adjacentes se sao disjuntos. Mostrar que
X(Kn(rt)) <t—2r+2.
Sugestao: inducao.

9. Determinar o niimero de coloracao do grafo de Chvatal representado na
figura.

1.3 Coloracao de grafos planares.

Um caso especial que merece mencao é o dos grafos planares. Um dos prob-
lemas mais famosos de coloracao de grafos foi o da demonstracao de que
qualquer mapa pode ser colorido com quatro ou menos cores. Isso é equiva-
lente a afirmacao de que qualquer grafo planar simples é 4-coloravel.

Embora as demonstracoes existentes até hoje deste resultado dependam
fortemente de um grande niimero de verificagoes sé possiveis com a utilizagao
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de computadores, é muito facil mostrar que um grafo planar simples é 6-
coloravel:

Uma consequéncia imediata da féormula de Euler para grafos planares
conexos simples v — a + f = 2, é que o grau minimo §(G) de um grafo
planar simples é menor ou igual a 5: de facto, como vimos, a < 3v — 6, e
portanto

I(G)n < Z d(v) =2a < 6v — 12.

Como isso continua a ser verdade para qualquer subgrafo, a proposicao an-
terior garante que GG pode ser colorido com 6 cores.

Com um pouco mais de trabalho prova-se o seguinte:

Proposicao 1.10 Um grafo planar, sem lacetes, é 5-colordvel.

Demonstracao 1.11 Por inducao no numero de vértices do grafo. O caso
n =1 (e de facto os casos n < 5) sao evidentes. Suponhamos portanto como
hipotese de inducao que todos os grafos planares sem lacetes, com menos do
que n vértices sao b-coloraveis, e seja G um grafo nas mesmas condigoes,
com n vértices.

Sabemos que existe pelo menos um vértice x com grau menor ou igual a 5.
Usando a hipdtese de inducgdo, colorimos com 5 cores o grafo G — {x}.

Se d(x) < b ou d(x) =5 mas os vértices adjacentes a x nao usam as cinco
cores, podemos sempre completar a coloracao. Basta portanto considerar o
caso em que 0s vértices adjacentes ao vértice x que queremos colorir, estao
coloridos com 5 cores; sem perda de generalidade, podemos supor, para sim-
plificar a descricao, que as cores 1,2,3,4,5 estao a colorir, nesta ordem, os
vértices adjacentes a x que o rodeiam no sentido dos ponteiros do relogio,
numa certa representacao planar do grafo.

Consideramos agora o subgrafo de G induzido pelos vértices de cor 1 ou 3;
se os vértices x1 € x3, adjacentes a x e coloridos, respectivamente, com as



cores 1 e 3, estao em componentes conexas diferentes deste subgrafo, pode-
mos trocar as cores 1 e 3 numa dessas componentes, sem violar a regra de
nao termos vértices adjacentes com a mesma cor; nesse caso, por exemplo o
vértice x3 passa a ter a cor 1 e a cor 3 fica disponivel para x.

Caso contrario, concluimos que existe um caminho em G, com inicio em x1
e fim em x3, com cores 1 e 3 alternadas. Na nossa representacao plana, esse
caminho limita uma uniao de faces, arestas e vértices de G, contendo por
exemplo o vértice x5, colorido com a cor 2; mas entao podemos trocar a cor 2
com por exemplo a cor 4 nos vértices que ficam no interior daquele caminho,
deixando a cor 2 disponivel para x.

1.4 Polinémio de coloracao.

Uma abordagem algo diferente ao problema da coloracao de grafos consiste
em, dado um grafo GG e k cores, procurar determinar quantas coloracoes difer-
entes de G com essas cores existem, onde duas coloragoes sao consideradas
diferentes se existe pelo menos um vértice que nao tem a mesma cor nas duas
coloracoes. Nao ¢é obrigatério usar todas as k£ cores numa coloracao.

Designemos esse nimero por p(G, k). E claro que o menor k para o qual
p(G, k) > 0 é precisamente x(G).
Se GG nao tem arestas, cada um dos seus n vértices pode ser colorido com
qualquer uma das k cores, logo nesse caso p(G, k) = k"; por outro lado se
G é um grafo completo, todos os vértices tém que ter uma cor diferente e

P(Kp k) =k(k— 1)+ (k—n+1) =n!(*).

Existe uma férmula de recorréncia para os nimeros p(G, k); recorde-se que
dada uma aresta a de G, G \ a é o grafo que se obtém eliminando a em G, e
G /a é o grafo que se obtém eliminando a e identificando os vértices incidentes
um com o outro. Como se referiu atras, para o efeito de contar coloragoes



podemos identificar igualmente as arestas paralelas que possam ser criadas.
Tem-se entao

p(G, k) — p(G \ a, k) - p(G/a, k)
De facto, uma k-coloracao de G é igualmente uma k-coloracdo de G \ «;
por outro lado, uma k-coloracao de G \ a nao induz uma k-coloragao de G
exactamente se os vértices incidentes a a tiverem a mesma cor, e isso acontece
se e s6 se ela é também uma k-coloragao de G/a.

Verifica-se que, para um grafo G fixo, p(G, k) é um polinémio na varidvel
k, o polinémio de coloracao de (G, que se determina por aplicacao da férmula
de recorréncia:

Teorema 1.12 : Dado um grafo sem lacetes G' de ordem n, existe um polinomzio
p(G, z) tal que p(G, k) € o numero de coloragoes de G que se podem fazer us-
ando (algumas das) cores 1,2,--- k. Além disso, se G € simples e a é uma
aresta de G, entao

p(G,z) =p(G \ a,z) —p(G/a, x)
O polinomio p(G,z) tem grau n, coeficientes inteiros com sinal alternado,
termo principal x" e termo constante nulo.

Demonstracao 1.13 A demonstracao € por inducao no nimerom de arestas
de G: sem =0 entdo p(G,x) =z". Sem >0 e G nao for simples definimos
p(G,z) = p(H,x) onde H é o grafo simples associado (que tem menos arestas
e portanto estd definido por hipdtese de indugao). Suponhamos entio que G
¢ simples; escolhida uma aresta a, ambos os grafos G\ a e G/a tém m — 1
arestas e nao tém lacetes. Pela hipotese de inducao existem polinomios

n—1 n—1
p(G\ a,x)=z"+ Z(—l)”_iaixi, p(G/a,z) = Z(—l)"_i_lbixi
i=1 i=1

satisfazendo as hipoteses do teorema.
Definimos

p(G,z) =p(G\ a,z) — p(G/a,x)
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que se verifica ter as propriedades do enunciado.

Note-se que a recursao pode ser usada quer na forma

p(G,x) =p(G\ a,z) — p(G/a,x)

para chegar eventualmente a uma combinacao linear de polinémios cromaticos
de grafos triviais (sem arestas), quer na forma

p(G \ a, 'I) - p(Gn x) —I—p(G/CL, 'CC)

para chegar eventualmente a uma combinacao linear de polinémios cromaticos

de grafos completos.
Também é 1til para a aplicacao da recorréncia notar que se G tem, por ex-
emplo, componentes conexas G e G,

p(G, x) = p(Gy,2)p(Ga, x).

O exemplo seguinte ilustra estas observagoes
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1.

Exercicios XI.2

Completar a demonstracao das propriedades do polinémio de coloracao,
mostrando que, se GG tem m arestas e k componentes conexas, e

n

p(G,z) = Z(—l)”_iaixi

1=0

¢ o seu polinémio de coloracao, entao

Ap_1 = M; a, =0V <n-—k.

. Determinar o polinémio de coloracao de uma arvore com n vértices.
. Determinar o polinémio de coloragao do grafo K3 3.

. Seja G um grafo simples e a € E; uma aresta de corte, ou seja, tal que

G\ a tem mais uma componente conexa que G: se a incide nos vértices u
e v, G\ a é a uniao disjunta de grafos Gy e Gy, tal que u € V5, e v € V,.
noindent Mostrar que

r—1

p(G,z) = p(G\ a,x).

X

. Dado um grafo simples G com n vértices, seja mg(r) o nimero de

particoes estaveis de Vi com r conjuntos estaveis. Mostrar que

p(G,x) = ng(r)xﬂ,
k=1
onde 2t =x(x —1)--- (x —r+1).

Deduzir uma outra demonstracao de que a,_; = m, o numero de arestas

de .
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1.5 O Teorema de Turan

Como vimos, um grafo é p-coloravel, se existe uma particao do conjunto dos
vértices V =V U --- UV, satisfazendo as condigoes

Vi < pV; # () é um conjunto estavel ;

Um grafo (simples) onde exista uma partigao deste tipo chama-se p-partido.
Obviamente os grafos p-partidos sao o exemplo mais simples de grafos que
nao contém kK, como subgrafo.

Vamos agora abordar o problema de outro modo, procurando determinar
qual o nimero maximo de arestas de um grafo p-partido. A semelhanca de
defini¢coes anteriores, um grafo p-partido diz-se completo se para qualquer par
de indices 1 < 7,5 < p, se tem

i #j = u adjacente a v,Yu € V;, v €V}

ou seja se tiver o maior numero possivel de arestas.

Seja G um grafo p-partido completo e V;, V5 dois dos conjuntos estaveis;

suponhamos que |V;| = m e |Va| = m+j com j > 1; o niimero de arestas entre
estes dois conjuntos de vértices é evidentemente m(m + j); mas se mudarmos
um vértice v de V5 para V7, eliminando as arestas que uniam v a vértices de
V1 mas criando uma nova aresta entre v e u para cada vértice u que ficou em
Vs, verificamos que perdemos m arestas por um lado mas ganhamos m+7—1
arestas por outro, ou seja, aumentamos o nimero total de arestas do grafo,
mantendo a propriedade de este ser p-partido.
Concluimos portanto que para obter um grafo de ordem n, p-partido e com o
maior nimero possivel de arestas, devemos repartir os vértices em conjuntos
tao equilibrados quanto possivel; dividindo n por p, se n = tp + r, com
0<r<p,temosn =t(p—r)+ (t+ 1)r e podemos repartir os vértices em
p — r conjuntos com t vértices cada e r conjuntos com t 4+ 1 vértices cada.
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Se estes conjuntos forem estaveis e existirem todas as arestas entre vértices
de conjuntos diferentes, obtemos um grafo 7}, ,,, chamado grafo de Turén, cujo
nimero de arestas é

(p—Dn®—rlp—r1)

a(n,p) =
2p
A deducao desta férmula para o nimero de arestas é deixada como exercicio.
Completamos a definicao, pondo 7, = K, se n < p, caso em que Nao

é possivel termos um grafo p-partido de ordem n. Note-se alids que para

n < p, temos sempre a(n,p) = o que justifica a extensao da definicao

2
(que corresponde a partir o conjunto dos vértices em n conjuntos com um

vértice e p — n conjuntos com zero vértices).

Nota 1.14 Note-se que o raciocinio anterior mostrou que 1,, €, a menos
de isomorfismo, o unico grafo p-partido com n vértices e niumero mdximo de
arestas.

O seguinte teorema, devido a Turan diz-nos que os grafos T),, sao nao
apenas exemplos de grafos em n vértices que nao contem K, como subgrafo,
mas constituem constituem os casos extremos de grafos nessas condicoes:

Teorema 1.15 (Turan) : Se G € um grafo simples de ordem n que ndo
contém K,11 como subgrafo, entao G tem no mdximo a(n,p) arestas e este
mdzimo € atingido se e sé se G € isomorfo a T, .

Demonstracao 1.16 : Fazemos a prova por inducao em p. O resultado €
trivial para p = 2 uma vez que nesse caso G nao tem arestas.

Pomos como hipdtese de inducao que para qualquer inteiro 7 < p e qualquer
n, um grafo com n vértices e nao contendo K; como subgrafo, tem no dzrimo
a(n,j—1) arestas e este mdzimo € atingido se e s se G € isomorfo a Tj_1,,
Seja entao G um grafo com n vértices que nao contém K, como subgrafo.
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Escolhemos um vértice x de grau mdzimo A e designamos por Y o conjunto
dos vértices adjacentes a x e por X o seu complementar (que inclui o prdprio
Notamos que as arestas de G se podem decompor em arestas de G[X] (o sub-
grafo induzido por esse conjunto de vértices), arestas de G[Y], e arestas do
subgrafo bipartido G[X,Y].

Por um lado, G[Y| ndo pode conter K, 1 como subgrafo (caso contrdrio
teriamos, juntando x e as suas arestas, uma copia de K,). Portanto, pela
hipdtese de indugao, o nimero de arestas de G[Y'| € menor ou igual a a(A, p—
2) com igualdade se e s G[Y] € isomorfo a T),_o a.

As restantes arestas nao podem ser mais do que (n — A)A, uma vez que cada
um dos n — A vértices de X tem grau menor ou igual a A. Além disso, se
u,v € X forem adjacentes, entdo tém que existir vértices v',v" € Y (nao
necessariamente distintos) tais que nem u e v’ nem v e v’ sdo adjacentes. O
grafo que se obtém de G eliminando a aresta wv e criando as arestas uu' e
v’ tem mais uma aresta que G. Portanto o nimero de arestas incidentes em
vértices de X atinge aquele valor maximo exactamente se X for um conjunto
estavel (ou seja, se G[X] nao tiver arestas) e cada um dos seus n— A vértices
for adjacente a cada um dos A vértices de Y .

Em conclusao, o nimero de arestas de G € menor ou iqual ao do grafo H
com 0s mesmos vértices X UY, onde o subgrafo induzido H[Y| € uma copia
de T,—on, Y € um conjunto estavel e x e y sao adjacentes, para todos os
xre X eyeY. Além disso, o numero de arestas atinge esse valor maxrimo
se e so se G e H forem isomorfos.

Mas este grafo H € um grafo (p — 1)-partido com n vértices e portanto, como
vimos na discussao que levou a definicao dos grafos de Turdn, o seu numero
de arestas satisfaz |Ey| < a(n,p —1) = |Er,_, | sendo que a igualdade se
verifica exactamente se H for isomorfo a T, .
Juntando estas duas conclusoes obtemos o resultado que queriamos provar.

O teorema anterior e o método da sua demonstragao implicam a seguinte
proposicao-algoritmo, cuja demonstracao se deixa como exercicio.:
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Proposicao 1.17 Se GG € um grafo simples com n vértices e mais do que
a(n,p —1) arestas, entio G contém um subgrafo isomorfo a K, que pode ser
encontrado do sequinte modo: escolhemos um vértice v de grau mdximo; em
sequida escolhemos um vértice vy de grau mdrimo no subgrafo de G induzido
pelo conjunto de vértices adjacentes a vy, e assim por diante até ficarmos com
um unico vértice v,.

O conjunto vy, va, -+ ,v, constitui um clique de ordem p em G.

O Teorema de Turan pode ser usado para demonstrar resultados noutras
areas. Um bom exemplo é o seguinte: se S C R? é um conjunto de n pontos
com diametro 1, ou seja,

max{ ||z —y|| :z,y € S} =1

entao existem no maximo L”;J pares de pontos x,y € S para os quais ||z —
yl > .

Esse facto pode ser justificado mostrando, por um argumento geométrico,
que nao podem existir 4 pontos de S tais que a distancia entre quaisquer dois
deles seja maior que ‘/75 Consideramos entao o grafo GG cujos vértices sao os
pontos de S e em que x, y sdo adjacentes se ||z —y|| > ‘/75; a conclusao anterior
implica que G nao contém K, como subgrafo. Pelo Teorema de Turan, G' tem
no maximo a(n,3) = L%QJ arestas.

Aquele majorante é de facto éptimo: para todo o n > 1 existe um conjunto
S C R? de n pontos em que ha exactamente L%QJ pares de pontos x,y € S

- V2
para os quais ||z — y|| > 5.

Nota 1.18 Os exemplos mais simples podem levar a conviccao de que o0s
parametros x(G) (nimero de coloragdo) e w(G) (maior subgrafo completo)
téem sempre valores proximos. Isso € falso: de facto, dados quaisquer m e k,
existem grafos G com x(G) > k e em que o comprimento do menor ciclo (a
chamada cintura do grafo ) € > m (e portanto, em particular, w(G) = 2!).
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O Teorema de Turan exemplifica um ponto de vista central em Teoria de
Grafos, a chamada Teoria extremal: um problema tipico é o de identificar
qual o nimero maximo de arestas de um grafo G com n vértices que tenha
uma determinada propriedade, e determinar os grafos que atingem esse valor
maximo. O Teorema de Turan resolve este problema para a propriedade de
nao conter K, como subgrafo.
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