1 Arvores

Definicao 1.1 : Uma drvore ¢ um grafo simples conexo e sem ciclos.

Um grafo simples sem ciclos mas nao conexo (em que cada componente
conexa é portanto uma arvore) chama-se uma floresta.
Numa arvore (ou numa floresta), um vértice de grau 1 é uma folha.

Ao contrario do que se passa para grafos em geral, o nimero de arestas de
uma arvore é determinado pelo ntimero de vértices: se T' é uma arvore com
n vértices entao tem n — 1 arestas. Provamos de facto um pouco mais:

Proposicao 1.2 : Seja G um grafo simples com n vértices. As sequites
condicoes sao equivalentes:

a) G € uma drvore;
b) G é conexo e tem n — 1 arestas;

c) G tem n — 1 arestas e nao tem ciclos.

Demonstracao 1.3 : Provamos a) = b) = ¢) = a).

Seja G conexo e sem ciclos; provamos por inducao no niumero de vértices n
que G tem n — 1 arestas. Os casosn =1 en = 2 sao evidentes; suponhamos
portanto que a propriedade vale para grafos conexos, sem ciclos, com menos
que n arestas; Se eliminarmos uma aresta uv de G ficamos com um grafo
G’ sem ciclos e com duas componentes conexas (se houvesse um caminho em
G' de u para v, entdo em G esse caminho adicionado da aresta uv seria um
ciclo). A hipdtese de indugdo aplica-se a cada uma das componentes: se elas
tem, respectivamente, p e q vértices, terao p —1 e ¢ — 1 arestas; mas G tem
0s mesmos vértices e mais uma aresta que G', logo o nimero de arestas de



Gép—14+q—1+1=n—1 como queriamos demonstrar.

Suponhamos agora que G € conexo e tem n — 1 arestas; se G tivesse ciclos,
poderiamos eliminar arestas mantendo o grafo conexo (para “abrir” os cic-
los); mo fim desse processo teriamos wma drvore com n vértices mas menos
que n — 1 arestas, o que jd vimos ser 1mpossivel.

Suponhamos finalmente que G tem n — 1 arestas e nao tem ciclos. Sejam

G1,- - G as componentes conexas de G e seja v; o numero vértices de Gy;
cada G; € uma drvore logo tem v; — 1 arestas. Mas entao
k k

n—lzZ(vi—l):Zw—k:n—k

i=1 i=1
e portanto k = 1, ou seja, G € conexo.

Como consequéncia, a sequéncia de graus d; > --- > d, de uma arvore de
ordem n satisfaz as condicoes

di>0,Vi; Y di=2(n-1)
i=1
Prova-se (por indugao em n) que

Proposicao 1.4 : Dados inteiros positivos dy, - - - ,d, existe uma drvore com
vértices vy, -+ ,v, e d(v;) = d; se e so se

Nota 1.5 Se a sequéncia de graus de um grafo simples G satisfaz

1850 nao 1mplica que G seja uma drvore. No entanto, se G for conexo aquela
condicao implica que se trata de uma drvore.



Outras caracterizagoes e propriedades de arvores deduzem-se facilmente e
varias delas sao deixadas como exercicios.

Exercicios X.1

1. Dada uma arvore de ordem n > 1, mostrar que o numero de folhas
(vértices de grau 1) é igual a

2+ ) (d(v) —2)
d(v)>2

em que a soma se faz sobre todos os vértices com grau maior ou igual a
2.

2. Seja T' uma arvore com n vértices, tendo exactamente quatro deles grau
4, cinco grau 3, e todos os outros grau 1. Determinar o valor de n.

d
3. Sendo m = M a média dos graus dos vértices da arvore T, calcular

Vi

o numero de vértices |V| em func¢ao de m.

4. Uma floresta F' tem n vértices e m arestas. Quantas arvores (compo-
nentes conexas) tem F'?

5. Mostrar que as seguintes condicoes sao equivalentes:

1) G é uma arvore;
2) para cada par de vértices u,v de G existe um tnico caminho em G
de u para v.

3) G nao tem ciclos mas se acrescentarmos uma aresta a, G tem exac-
tamente um ciclo.

6. Mostrar que uma sequéncia
di>2dy>--->d,>1

é a sequéncia ordenada de graus de uma arvore com n > 1 vértices

V1, , Uy, S€ € 8O se



7. Dada uma 4rvore T com pelo menos 3 vértices, seja T’ a arvore que se
obtém eliminando todas as folhas de T". Mostrar que T e T” tém o mesmo
centro.

Concluir que o centro de T consiste em um unico vértice ou em dois
vértices adjacentes.

1.1 Arvores Geradoras

Definicao 1.6 :Uma drvore geradora de um grafo G € um subgrafo de G
que contenha todos os vértices de G e seja uma drvore.

Naturalmente, uma condicao necessaria para que G tenha uma arvore ger-
adora é que seja conexo. Essa condicao é também suficiente e existem algo-
ritmos simples para a construcao de uma arvore geradora.

1.1.1 Busca em largura e em profundidade

Descrevemos brevemente dois algoritmos de busca em grafos que podem ser
usados para determinar uma &arvore geradora. Ambos tém como ponto de
partida a escolha de um vértice r (a raiz da arvore); em cada passo do algo-
ritmo € actualizada uma lista de vértices visitados e ha um vértice activo a
partir do qual se continua a busca.

Busca em largura Na busca em largura a lista ¢é iniciada com o vértice r e
sao adicionados sucessivamente ao fim da lista os vértices, nao visitados
anteriormente, adjacentes ao vértice activo, que é sempre o primeiro da
lista; a cada novo vértice v adicionado a lista corresponde uma aresta da
arvore incidente em v e no vértice activo; quando ja nao ha novos vértices
nessas condicoes, o primeiro vértice da lista é apagado e o vértice seguinte
toma o lugar de vértice activo; o algoritmo termina quando a lista esta
vazia.



Busca em profundidade Na busca em profundiadade a diferenca estd em
que o vértice activo em cada momento € o iltimo da lista, que é apagado
quando nao ¢é possivel adicionar a lista um vértice adjacente ainda nao
visitado.

Em ambos os casos o algoritmo termina quando todos os vértices da com-
ponente conexa do grafo que contém o vértice r foram visitados e determina
uma arvore geradora dessa componente conexa.

Exemplo 1.7 Para exemplificar a aplicacao destes algoritmos considere-se o
grafo simpes com matriz de adjacéncia

(0111100000000
1000011000000
1001001110000
1010001001000
1000000001100
0100000100010
0111000000010
0010010000000
0010000000101
0001100000101
0000100011000
0000011000000

\0 00000001100 0)

Tomamos em ambos os casos o vértice 1 como raiz e a busca € feita usando
a ordem dos indices dos vértices; na busca em largura, a lista de vértices vai
evoluindo do sequinte modo

1—51,2-51,23>1,234—-1,2345-22345->223456—
—2,3,4,5,6,7—3,4,5,6,7— 3,4,5,6,7,8 = 3,4,5,6,7,8,9 —
—~4,5,6,7,8,9 — 4,5,6,7,8,9,10 — 5,6,7,8,9,10 —
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—5,6,7,8,9,10,11 — 6,7,8,9,10,11 — 6,7,8,9,10,11, 12 —
7,8,9,10,11,12 — 8,9,10,11,12 — 9,10,11,12 — 9,10, 11,12, 13 —
—10,11,12,13 — 11,12,13, —+ 12,13 - 13 — 0

e a drvore tem as arestas
{1,25,{1,3},{1,4},{1,5},{2,6},{2,7},{3,8}, {3, 9}, {4, 10}, {5, 11}, {6, 12}, {9, 13}

enquanto que na busca em profundidade temos

1—-1,2—1,26—~>1,2,6,8—1,2,6,8,3 —1,2,6,8,3,4 —
—1,2,6,8,3,4,10 — 1,2,6,8,3,4,10,5 — 1,2,6,8,3,4,10,5,11 —
—1,2,6,8,3,4,10,5,11,9 — 1,2,6,8,3,4,10,5,11,9,13 — 1,2,6,8, 3,4,10,5,11,9
—1,2,6,8,3,4,10,5,11 — 1,2,6,8,3,4,10,5 — 1,2,6, 8, 3,4, 10
—1,2,6,8,3,4 —+1,2,6,8,3 —+1,2,6,8,3,7—1,2,6,8,3,7,12
—1,2,6,8,3,7—1,2,6,8,3 —1,2,6,8 - 1,2,6 — 1,2
— 1=

e a arvore tem as arestas

{1,2},{2,6},{6,8},{8,3},{3,4},{4,10},{10,5}, {5, 11}, {11,9},{9,13},{3, 7}, {7, 12}

Estes algoritmos podem ser aplicados a solugao doutros problemas como a
determinacao da distancia entre dois vértices, a identificacao dos vértices de
corte do grafo, etc.



1.1.2 Contagem de arvores geradoras

Dado um grafo simples e conexo G qualquer, como determinar o nimero
t(G) das suas arvores geradoras? Para algumas familias de grafos, muito
em particular a dos grafos completos, como veremos mais adiante, é possivel
obter uma féormula dependente apenas do niimero de vértices do grafo. No
caso geral, uma das abordagens a este problema passa por encontrar uma
relacao de recorréncia.

Se a é uma aresta de G, designamos por G \ a o grafo que se obtém de
G eliminando a; e por G/a o grafo que se obtém contraindo a, ou seja,
identificando os dois vértices v e v incidentes em a num unico vértice w.
Note-se que G/a serd em geral um multigrafo, uma vez que se em G um
vértice z é adjacente a u e a v, em G/a existem duas arestas paralelas entre
z e w. Com estas notacoes, temos entao o seguinte resultado:

Proposicao 1.8 : Se G € um grafo e a € Ag,
t(G) =t(G\ a)+t(G/a).

Demonstracao 1.9 : SeT' ¢ uma drvore geradora de G que contém a aresta
a, entao T'/a € uma drvore geradora de G/a e vice-versa.

Por outro lado, seT € uma drvore geradora de G que nao contém a, € também
drvore geradora de G \ a e vive-versa.

Esta relacao pode ser aplicada repetidamente até chegarmos a uma ex-
pressao de t(G) como soma de parcelas faceis de calcular directamente. Al-
gumas observacoes:

e a for uma aresta de corte de GG (isto é, se a for desconexo) a primeira
Se a f ta d te de GG (isto é, se G \ a for d
parcela da soma é zero, o que corresponde ao facto de que qualquer arvore
geradora de um grafo ter que conter todas as suas arestas de corte.



A relacao de recorréncia pode ser aplicada em qualquer dos sentidos, ou
seja, quer considerando uma aresta a de G para eliminar/contrair, quer
considerando uma aresta a que nao esta presente em G e acrescentando-
a. No primeiro caso usamos a relagao na forma t(G) = t(G \ a) +t(G/a),
e no segundo na forma t(G \ a) = t(G) — t(G/a).

De acordo com o raciocinio feito na demonstracao, nao podemos ignorar
as arestas paralelas que surgem no processo de eliminagao/contraccao
de arestas, porque a escolha de cada uma dessas arestas paralelas para
uma arvore geradora corresponde a diferentes arvores geradoras do grafo
original; por outro lado, um lacete pode ser ignorado porque nunca faz
parte de uma arvore geradora.

Note-se ainda que se em alguma fase queremos eliminar/contrair arestas
paralelas a,a’ podemos fazé-lo simultaneamente, adaptando a férmula:

t(G) =t(G\{a,d'}) + 2t(G/{a,ad'}).

O exemplo seguinte ilustra a aplicacao da férmula, incluindo de algumas
das observacoes anteriores:
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1.2 Foérmula de Cayley e Cédigo de Priifer

Um outro problema de enumeracao de arvores é o de calcular o nimero
de arvores com vértices vy, vs, -+ ,vU,, OU seja, o numero t(K,) de arvores
geradoras do grafo completo K,,. A resposta é dada pela

Proposicao 1.10 (Férmula de Cayley)
t(K,) =n""?

Uma das demonstracoes desta formula foi descoberta por Priifer e passa
por atribuir a cada arvore um cédigo (o cédigo de Priifer) a; - - a,_o onde
1 <a; <n.

A definicao do cédigo de Priifer faz-se do seguinte modo: em cada passo,
escolhemos a folha (vértice de grau 1) com menor indice, acrescentamos ao
codigo o indice do vértice adjacente e eliminamos daarvore aquela folha e a
respectiva aresta incidente; este procedimento é repetido até que tenham sido
eliminados n — 2 vértices e reste portanto uma arvore com dois vértices e uma
aresta.

Note-se que o indice i ocorre no cédigo d(v;) — 1 vezes.

Exemplo 1.11 Se T € a drvore com vértices vy, - -+ ,v13 cuja matriz de ad-
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jacéncia €

( 0010000000O0O0O \
0010000000000
1100100000000
000010000000 0O
0011010100010
0000100000000
0000000100000
0000101010000
0000000100000
0000000000710 O0
0000000001010
0000100000101

\0 000000000010

v € a primetra folha e portanto a primeira entrada do codigo € 3; a sequnda
é vy e a sequnda entrada do cddigo é de novo 3; tendo sido eliminadas as
folhas anteriores, vs € agora uma folha o que implica que a proxima entrada
do codigo € 5, e asstm por diante. Conclui-se que o codigo de Prifer de T €

3,3,5,5,5,8,8,5,12,11,12).

Esta definicao estabelece uma bijeccao entre as arvores de vértices vy, - - - , v,
e 0 conjunto
{[Cla”' 7Cn—2] 1 < ¢ < n}

que tem obviamente n"~? elementos.

Para ver que assim é, vamos determinar directamente a aplicacao inversa,
que a cada sequéncia faz corresponder uma arvore que tem exactamente essa
sequéncia como codigo: dada a sequéncia

[Clv e 7Cn—2]7

iniciamos a construcao da arvore com duas listas vazias V (vértices) e F
(arestas); em cada passo identificamos o primeiro vértice v ¢ V e cujo indice
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nao estd na sequéncia; juntamos v a V', (v,v.) a F, onde ¢ é a primeira
entrada da sequéncia, e apagamos ¢ da sequéncia.

Quando a sequéncia esta toda apagada restam dois vértices por escolher que
sao unidos por uma aresta.

Exemplo 1.12 : seja a sequéncia
2,5,1,1,10,7,2,3,3,5,3];

vamos tndicar em cada linha da tabela sequinte a lista V', a aresta criada e o
estado da sequéncia depois de cada passo:

{4} {vg, 09} [5,1,1,10,7,2,3,3,5, 3]
{4,6} {vg, v5} [1,1,10,7,2,3,3,5,3]
{4,6,8} {vs, v1} [1,10,7,2,3,3,5,3]
{4,6,8,9} {vg, v1} [10,7,2,3,3,5, 3]
{4,6,8,9, 1} {01,010} [7,2,3,3,5,3]
{4,6,8,9,1,10} {v10,v7} 2,3,3,5,3]
{4,6,8,9,1,10, 7} {v7,v2} 3,3,5,3]
{4,6,8,9,1,10,7,2} {v9,v3} 3,5, 3]
{4,6,8,9,1,10,7,2,11} {v11,v3} 5, 3]
{4,6,8,9,1,10,7,2,11,12}  {v12, v5} 3]
{4,6,8,9,1,10,7,2,11,12,5} {vs, v3} I

Neste exemplo o processo termina com a cria¢ao da aresta {vs,v13}.

A verificagao de que esta construcao é de facto a inversa da do codigo de
Priifer é deixada para os exercicios.

Uma segunda demonstracao da Formula de Cayley usa o conceito de ram-
ificacao.

Definicao 1.13 : Uma ramificacao € uma drvore com as arestas orientadas
de tal modo que cada vértice € o vértice final de no mdximo uma aresta.
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E fécil verificar que, de facto, existe um tinico vértice (a raiz da ramificac¢ao)
que nao ¢ vértice final de qualquer aresta.

Dado um conjunto de vértices vy, - -+ ,v,, contemos o nimero de modos
de criar uma ramificacao, escolhendo uma sequéncia de n — 1 arestas: em
cada passo, diminuimos o ntimero de componentes conexas numa unidade,
e cada uma dessas componentes conexas tem que satisfazer a propriedade
da ramificacao; no passo k, temos entao n — k + 1 componentes e podemos
escolher qualquer um dos n vértices para vértice inicial da aresta; mas o
vértice final tem que ser a raiz de uma das outras n — k componentes.
Vemos portanto que ha

n—1

Hn(n —k)=n""1(n—-1)!

k=1
construgoes dessa forma. Mas cada ramificacao é construida (n — 1)! vezes,
uma por cada ordem de escolha das arestas na construcao.

n=1 ramificacoes com vértices vy, - - , Up.

Concluimos portanto que existem n
Mas, para cada arvore nesse conjunto de vértices, existem n ramificacoes,

uma por cada escolha do vértice raiz.

1.3 Grafos com pesos e arvores geradoras minimais

Em certas aplicacoes, é natural considerar grafos em que a cada aresta é
atribuido um determinado valor real (usualmente positivo), um peso. Um
problema relacionado com o anterior é o de determinar num grafo conexo
com pesos, uma arvore geradora minimal, isto é, com peso total minimo.
Dois algoritmos que resolvem este problema, o de Boruvka-Kruskal e o de
Jarnik-Prim, baseiam-se no mesmo principio ”ganancioso” de escolher suces-
sivamente arestas com o menor peso possivel.

No algoritmo de Boruvka-Kruskal, a partir de um vértice inicial arbitrario,
escolhe-se em cada passo uma aresta de peso o menor possivel que nao forme
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um ciclo com outras arestas ja incluidas; o algoritmo produz assim uma
sucessao de florestas que termina com uma arvore geradora minimal.

No algoritmo de Jarnik-Prim, também partindo de um vértice inicial ar-
bitrario, escolhe-se em cada passo uma aresta com o menor peso possivel, que
seja incidente em um vértice ja escolhido e noutro ainda nao escolhido, ou
seja, o algoritmo produz uma sucessao de arvores, que termina igualmente
com uma arvore geradora minimal.

Para provar que o algoritmo de Boruvka-Kruskal produz uma arvore ger-
adora minimal 7', considere-se a lista aq,---,a,_1 das suas arestas, orde-
nada pela ordem pela qual foram escolhidas, e uma arvore geradora minimal
T’. Suponhamos que T’ contém o bloco inicial a1, - - - , a,_1 daquela lista de
arestas mas nao contém a aresta aj.

Seja C' o (inico) caminho em 7" que une os vértices incidentes a ay; C' pode
conter algumas das arestas aq,--- ,ar_1, mas tem que conter também arestas
fora desse conjunto, caso contrario a; faria um ciclo com arestas ja escolhidas
em passos anteriores do algoritmo; vamos ver que, de facto, todas as arestas
de C' que nao estao no conjunto {ay, - ,ax_1} tém peso igual ao de ay:

se existisse alguma aresta a em C' com peso menor que p(ay), ela teria sido es-
colhida em vez de a;; note-se de facto que, como quer as arestas ay, -+, ap_1
quer a estao em 1”, a nao pode criar um ciclo com aquelas.

Mas, por outro lado, se existisse alguma aresta a em C' com peso maior do
que p(ay), poderiamos substituir em 7" a aresta a por ay, obtendo uma arvore
com peso Mmenor.

Mas entao esta substituicao em 7’ da aresta a por a; permite obter uma
arvore geradora minimal contendo um bloco inicial maior da lista das arestas
de T.

Repetindo este procedimento, acabamos por concluir que a prépria arvore T’
¢ minimal.

Em alternativa, podiamos supor que 7" era uma arvore geradora minimal
contendo um bloco inicial aq,--- ,a;p_1 das arestas de T' o maior possivel e,
através do raciocinio anterior, chegar a uma contradicao.
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Provamos que o algoritmo de Jarnik-Prim cria umaarvore geradora min-
imal mostrando, por inducao, que a arvore 7,, criada apdés a escolha de m
arestas estd contida em alguma arvore geradora minimal do grafo.

Fixemos o vértice inicial r; seja m = 1 e a; a aresta escolhida em primeiro
lugar, que liga r ao vértice vy; se T' é uma arvore geradora qualquer que
nao contém a aresta a;, existe um caminho (inico) em 7' com inicio em r e
término em v;; a primeira aresta, incidente em r, desse caminho tem peso
igual ou maior ao de aq; portanto, eliminando essa aresta e acrescentando a;
obtemos uma nova arvore geradora que tem peso total menor ou igual ao de
T'; como esta é minimal, o peso tem mesmo que ser igual e temos uma arvore
geradora minimal contendo a;.

Suponhamos agora que a arvore T}, _; criada pelo algoritmo apds a escolha de
m — 1 arestas esta contida nalguma drvore geradora minimal 7" e seja a,, a
aresta seguinte escolhida pelo algoritmo, ligando algum vértice de 7}, 1 a um
novo vértice v,,. Mais uma vez, dado um vértice qualquer de 7,, 1, existe um
unico caminho na drvore 1" que comeca nesse vértice e termina em v,,; seja
a a primeira aresta nesse caminho que nao pertence a T},_1; essa aresta tem
peso maior ou igula ao de a,, (caso contrario, e sendo incidente num vértice ja
alcangado, teria sido escolhida antes). Substituindo em 7" a aresta a pela a,,
obtemos, pelo memso argumento do paragrafo anterior, uma arvore geradora
minimal que contém a arvore T,.

Nota 1.14 Pela sua relagcao com o tema desta sec¢ao, referimos aqui o conhecido “problema
do Caizeiro-Viajante” que pode ser descrito como o problema de determinar, dado um grafo
completo com pesos nas arestas, um ciclo Hamiltoniano (ou seja, um ciclo que passa por
todos os vértices) de peso minimo. Note-se que este problema contém, como caso particular,
o de determinar se um grafo conexo qualquer tem um ciclo Hamiltoniano.

Apesar da semelhanga aparente com o problema de determinar uma drvore geradora minimal,
este problema € muito mais complexo. Trata-se, de facto, de um dos vdrios problemas bdsicos
da Teoria dos Grafos que sao NP-completos.

Exercicios X.2

1. Determinar a arvore com vértices 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9 cujo cdédigo, pelo

15



algoritmo de Priifer, é o seu ntimero de aluno, acrescentado de 3 algaris-
mos a escolha.

. Dados 1 < k < n fixos, calcular o nimero de arvores com vértices
{v1,-++ ,v,} tais que:

a) {vy,--+, v} esta contido no conjunto das folhas;

b) {v1,--- ,vr} é o conjunto das folhas.

. Seja a uma aresta de K,,. Mostrar que K, — a tem (n — 2)71”*3 arvores
geradoras.

. Mostrar que no cédigo de Priifer o indice do vértice v ocorre d(v) — 1
vezes.

. Mostrar que se [c1, ¢, -+ , o] é 0 cdigo de Priifer da arvore T', e v é
a folha com menor indice, [cg,- -, c,—2] é 0 codigo de Priifer da arvore
T —v.

. Mostrar que os vértices e arestas sao eliminados no processo de construcao
do cédigo de Priifer pela mesma ordem em que sao acrescentados as listas
V' e E na operagao inversa de construcao da arvore a partir do codigo.

. Dado um grafo conexo GG e um vértice vy, mostrar que existe uma arvore
geradora 7', tal que, para todo o vértice v, a distancia entre vy e v em T’
é igual a distancia entre vy e v em G.

. Dado um grafo GG conexo com mais do que 2 vértices, justificar que existe
um par z,y € Vg tal que G — {z,y} ainda é conexo.

. Mostrar que o niimero de arvores com vértices vy, --- ,v, para as quais
d(v;) = d; é dado por
(n —2)!
(dy— 1D (d, —1)!
Sugestao: usar indugao em n; notar que podemos assumir que d,, = 1.
Usando o teorema multinomial, deduzir a férmula de Cayley.
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10. Determinar uma arvore geradora minimal do grafo definido pela seguinte
matriz de adjacéncia com pesos (a entrada A;; é 0 se os vértices v; ev;
nao sao adjacentes; caso contrério A;; = p em que p é o peso da aresta
que liga os dois vértices):

[09583871)
90807473
58010048
801049309
37040387
§40930096
77438907

\138976°70)

11. Mostrar que se os pesos das arestas de um grafo sao todos distintos a
arvore geradora com peso minimo ¢é unica.

12. Seja k > 0 e T uma arvore qualquer com k41 vértices, dos quais escolhe-
mos um para raiz. Mostrar que se G é um grafo simples com grau minimo
k, para qualquer vértice v de GG, existe um subgrafo de GG isomorfo a T'
em que a raiz é v.
Sugestao: inducao.

13. Dados dois conjuntos disjuntos
V:{Ul,“‘,vm}, U:{ulu"'aun}

calcular o niimero de arvores com vértices V U U, em que cada aresta
incide num vértice de V e noutro de U, contando as ramificagoes em
V UU com raiz em V.

2 Grafos planares

Definicao 2.1 : Um grafo G é planar se admite uma representacao grdfica
no plano R? (designada por representacdio plana de G) na qual linhas que

17



representam arestas diferentes nao se intersectam - a nao ser nos ertremos,
no caso das arestas serem incidentes num ou dois vértices comuns.

Dada uma representacao plana de (G, identificamos as suas arestas e vértices
com o0s segmentos e pontos que os representam; uma representacao plana de
G divide o plano em regides (uma delas ilimitada) que designamos por faces.
Essas regioes definem-se rigorosamente como sendo as componentes conexas
(por arcos) de R?\ {representacio plana deG} (ver comentério mais adiante).
Por outro lado, a fronteira de cada face de uma representacao plana de de GG
é um passeio fechado do grafo e cada ciclo do grafo resulta, na representacao
plana, na fronteira de uma uniao de faces.

Nota 2.2 Um grafo é planar se e so se cada uma das suas componentes
conexas o for.

Um grafo € planar se e so se o subgrafo simples que resulta de eliminar todos
os lacetes e identificar os conjuntos de arestas paralelas também o for.

Um grafo H € uma subdivisao de G se for obtido deste introduzindo vértices
em arestas de G, isto é, se u e v sao adjacentes em G, criamos um novo
vértice w e substituimos a aresta u — v pelas arestas u — w e w — v. Nestas
condicoes G € planar se e s6 se H também o for.

Dado um grafo G, seja G° o subgrafo que se obtém eliminando sucessivamente
os vértices de grau 1 e as arestas neles incidentes até nao existirem vértices
de grau 1. G € planar se e so se G° o for.

Um grafo planar tem evidentemente muitas representacoes planas difer-
entes. Em particular, podemos escolher uma face qualquer numa repre-
sentacao planar e construir outra representacao na qual essa ¢ a face ilimitada.
No entanto, o nimero de faces das representacoes planas de G é invariante:

Teorema 2.3 Formula de FEuler: Se G ¢ um grafo planar conexo com v
vértices e a arestas e f € o numero de faces numa sua representacao plana,
tem-se

v—a+ f=2
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Demonstracao 2.4 : Note-se antes do mais que a formula € valida para
drvores (que sao sempre planares): a representa¢do plana de uma drvore tem
uma unica face e, neste caso, v —a = 1.

Para o caso geral, a demonstracao faz-se por inducao no nimero a de arestas,
sendo o caso a = 1 trivial de verificar. Suponha-se que a formula € valida para
grafos planares conexros com m arestas e seja G um grafo planar conexo com
m+1 arestas; se G for uma drvore nao hd nada a demonstrar; caso contrario,
dada uma sua representacao plana, elimine-se uma aresta que pertenca a um
ciclo; o grafo G' representado continua a ser conexo e tem menos uma aresta
que G mas a sua representacao plana tem também menos uma face que a de
G. Usando a hipdtese de inducao aplicada a G', concluimos que a formula
vale também para G.

2.1 Sodlidos regulares

Esta férmula vale também para os niimeros de faces, arestas e vértices de um
sélido poligonal convexo, e permite esclarecer porque existem exactamente 5
sélidos convexos regulares (os chamados sélidos platénicos).

Dado um sélido convexo com f faves, a arestas e v vértices, podemos obter
uma representacao planar de um grafo cujos vértices, arestas e faces cor-
respondem aos vértices, arestas e faces do sélido. Isso pode fazer-se, por
exemplo, por meio da projeccao estereografica: imaginemos o sélido contido
no interior de uma esfera, e a projeccao das suas arestas e vértices na su-
perficie da esfera, feita a partir do centro da mesma; pousamos a esfera no
plano de modo a que o “polo sul” seja o ponto de contacto e que nenhuma
aresta (ou vértice) passe pelo “polo norte”; agora projectamos a superficie
da esfera no plano, a partir do “polo norte”.

Consideremos agora que o solido é regular e seja p o numero de lados e
vértices de cada face; se contarmos o numero de arestas face a face, como
cada aresta ¢ um dos lados de exactamente 2 faces, temos f X p = 2a. Por
outro lado, se contarmos as faces vértice a vértice, e se cada vértice pertence
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a r faces, temos v X r = f X p. Substituindo na férmula de Euler

2
2:v—a+f:>2:@—@+f:I—)—]—D+1:—>O
r 2 ro 2 f
Dividindo por p obtemos
1 1>1
r p 2

cujas solugoes sao

r=3ep=2 f=4,a=6ev=4 (tetraedro);
r=3ep=4 f=6,a=12ev =28 (cubo);
r=3ep=5 f=12,a=30ev=20 (dodecaedro);
r=4ep=3 f=8a=12ev==06 (octaedro);
r=5ep=3 f=20,a=30ev=12 (icosaedro).

2.2 Grafo dual e condicoes de planaridade

Seja G um grafo planar conexo. Uma vez que cada face de uma representagao
planar de um grafo corresponde a um passeio fechado do grafo, chamamos
grau da face [, e usamos a notacao d(/), ao comprimento do passeio corre-
spondente. Se somarmos os graus das faces, cada aresta é contada duas vezes,

pelo que concluimos que
> d(l) = 2a,

onde a soma se faz sobre o conjunto das faces de uma qualquer representacao
planar de G e a = |Eg| é o numero das arestas do grafo.

Esta discussao e a formula que dela resulta pode ser feita mais precisamente
usando a nocao de grafo dual: dada uma representacao plana de G, define-se
o grafo dual G* do seguinte modo: por cada face da representacao de GG existe
um vértice de G*; por cada aresta a de GG existe uma aresta de G* que incide
nos vértices correspondendo as faces de G' que tém a contida na sua fronteira.
Note-se que G* nao é em geral um grafo simples: por exemplo, se a for uma
aresta contida na fronteira de uma tnica face (o que acontece se e s se a nao
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pertence nenhum caminho fechado em G), a aresta correspondente de G* é
um lacete no vértice de G* respectivo. E se a fronteira comum de duas faces
contém varias arestas, os respectivos vértices em G* sao ligados pelo mesmo
nimero de arestas.

Importa notar que o grafo dual depende nao apenas de G mas também da
representacao plana escolhida: duas representacoes planas do mesmo grafo
podem ter duais nao isomorfos.

A igualdade ) d(l) = 2a é portanto apenas o resultado, obtido no inicio
desta introducao a Teoria dos Grafos, que diz que a soma dos graus dos
vértices é igual ao dobro do nimero de arestas, mas aplicado ao grafo dual
da representacao plana.

@,

Nota 2.5 Em toda esta discussao, estamos a usar informalmente termos como “lado”, “in-
terior” ou “exterior” de uma face. Para formalizarmos estas noc¢oes introduzimos algumas
definicoes:

Definicao 2.6 Uma linha simples em R™ é a imagem de uma fun¢ao continua injectiva
f:10,1] = R™. Os pontos f(0) e f(1) sao os extremos da linha.

Uma linha simples fechada € a imagem de uma fungdo continua f : [0,1] — R™ tal que
f(0) = f(1) e a restricao de f a ]0,1] é injectiva.

Definicao 2.7 Um conjunto X C R™ € conexo por arcos se para todos os x,y € X existe
uma linha simples com extremos x e y contida em X.

Dito isto, eziste o Teorema sequinte (de demonstra¢ao menos simples do que se possa
supor...)

Teorema 2.8 (Jordan) Qualquer linha simples fechada C' em R? decompde R* \ C' na
uniao disjunta de duas regioes nao vazias e conexas por arcos.

Em bom rigor, o Teorema de Jordan nao € inteiramente necessdrio para considerarmos
as representacoes planas de grafos, uma vez que se pode provar que qualquer grafo simples e
planar tem uma representacao no plano em que as arestas sao segmentos de reta. Portanto
as faces limitadas da representacao sao poligonos e nesse caso € mais facil formalizar a ideia
intuitiva de inteiror e exterior.
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Suponhamos agora que GG é planar, conexo, simples com v vértices, a > 1
arestas e f faces. Designando por F' o conjunto das faces, e como cada face
tem grau pelo menos 3

3f <) d(l) = 2a;

substituindo na férmula de Euler, obtemos

2
2:v—a+f§v—a—|—§a
ou seja:

Proposicao 2.9 Se G € planar, conero, simples com v > 2 vértices e a

arestas, entao
a<3v—6.

Corolario 2.10 : O grafo K5 nao é planar.

Uma generalizagao do mesmo argumento permite deduzir
Corolario 2.11 O grafo K33 nao € planar.

Demonstracao 2.12 O menor ciclo de Ks3 tem comprimento 4. Se este
grafo fosse planar, dada uma sua representacao plana teriamos 4f < 2a e
portanto, repetindo o cdlculo anterior,

a<2v—4
Masv =6 ea=29, o que conduz a uma contradicao.

Estes dois exemplos sao de facto fundamentais, como se vera a seguir.
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2.3 Teoremas de Kuratowski e Wagner

Se alterarmos um grafo GG subdividindo uma aresta com um novo vértice,
obtemos um novo grafo que se chama uma subdivisao de (G; mais geralmente,
designa-se subdivisao de um grafo GG a um grafo que resulte daquele pela
repeticao dessa operacao.

E evidente que um grafo é planar se e s6 se qualquer sua subdivisao o for.
Conclui-se portanto que se um grafo é planar nao pode conter como subgrafo
uma subdivisao de K5 ou de K33. Um notavel teorema devido a Kuratowski,
diz-nos que esta condicao é também suficiente:

Teorema 2.13 (Kuratowski): Um grafo € planar se e sé se nao contém como
subgrafo uma subdivisao de Ky ou de K3 3.

Um resultado semelhante baseia-se na nocade menor de um grafo:

Definigao 2.14 Um menor de um grafo G é um grafo que se pode obter
de G através de wma sucessao de eliminacao de vértices, e eliminacao ou
contraccao de arestas.

Teorema 2.15 (Wagner) Um grafo é planar se e sé se ndo tiver como
menor nem Ks nem K33

Prova-se que de facto os Teoremas de Kuratowski e Wagner sao equiva-
lentes, uma vez que um grafo contém como subgrafo uma subdivisao de Kj
ou de K33 se e so se tiver esse grafo como menor.

Exercicios X.3
1. Mostrar que se G é um grafo conexo planar com n vértices e m arestas e
em que o menor ciclo tem comprimento k, entao
n—2
k—2

Concluir que Pet(2) (ver exercicio 1X.1.9) nao é planar.

m<k
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2. Mostrar que o grafo complementar de um grafo simples planar com n >
11 vértices, nao € planar.

3. Justificar que se G é um grafo simples planar conexo e §(G) = 5, entao
G tem pelo menos 12 vértices de grau minimo.

4. Mostrar que se um grafo planar G é isomorfo ao seu dual entao |Eg| =
2(|Ve — 1).

5. Mostrar que o grafo Pet(2) tem K5 como menor.
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