1 Introducao a Teoria dos Grafos

Informalmente, designamos por grafo um diagrama, que podemos represen-
tar graficamente no plano, de pontos e linhas com extremos nesses pontos.
Nessa representacao grafica nao é relevante a localizacao dos pontos nem as
propriedades geométricas das linhas; de facto, a ideia motivadora da nogao de
grafo é precisamente a de estudar a estrutura e propriedades de uma determi-
nada relagao entre certos objectos (representados pelos pontos), abstraindo
de todos os outros detalhes.

Um exemplo elementar tipico é o de um mapa esquematico de uma rede
ferroviaria ou de metropolitano, em que as posicoes relativas das diversas
estacoes e as formas das linhas sao ignoradas, para realcar apenas as ligacoes
existentes.

Isso nao impede, no entanto, que esta estrutura possa ser enriquecida,

acrescentando alguma informagcao ao grafo; é o caso, no exemplo anterior, de
se incluir uma legenda em cada linha indicando, por exemplo, o comprimento
da mesma, ou de se atribuirem diferentes cores a certos conjuntos de linhas,
etc.
Um caso especial e particularmente importante é o de atribuir um sentido a
cada aresta; nesse caso dizemos que o grafo é dirigido. Embora estas Notas
sejam dedicadas ao estudo de grafos nao dirigidos, incluem-se mais a frente
as definicoes basicas sobre grafos dirigidos, que podem ser ocasionalmente
utilizados.

Definicao 1.1 : Um grafo G € definido por
um conjunto Vg, cujos elementos se designam vértices,
um conjunto Eq, disjunto de V', cujos elementos se designam arestas,

e uma funcao de incidéncia 1 que faz corresponder a cada aresta e € Eg
um par ndo ordenado de vértices (nao necessariamente distintos).



Dado uma aresta e, os vértices pertencentes a ¥(e) sdo os extremos de e.
Se (e) = {u,v} dizemos que e e u (tal como e e v) sao incidentes e que
0s vértices u e v sao adjacentes. Se i(e) = {v,v} a aresta e chama-se um
lacete. Se (e) =1(€) as arestas e e € dizem-se paralelas.

Caso isso nao implique qualquer confusao, omitimos a referéncia a G e
falamos apenas dos conjuntos V' de vértices e E de arestas.

Nota 1.2 A definicao da funcgao de incidéncia pode ser formalizada dizendo
que Y € defintda como uma funcao

@D:Egﬁ(VGXVG)/N

onde (Vg x Vig)/ ~ designa o conjunto das classes de equivaléncia de pares
(u,v) € Vg x Vg para a relagdo de equivaléncia determinada por (u,v) ~
(v,u).

Em alternativa. poderiamos também definir b como tendo imagem nos 2-
multiconjuntos de Vg

No caso de um grafo nao ter lacetes, a definicao pode ser simplificada como
se explica a sequir.

Definicao 1.3 : Um grafo diz-se stmples se nao tem lacetes nem arestas
paralelas. Dado um grafo G qualquer, existe um grafo simples que se obtém
de G eliminando todos os lacetes e identificando cada conjunto de arestas
paralelas numa unica aresta.

Num grafo simples, uma aresta fica completamente definida pelo par de
vértices nela incidentes. Assim podemos definir um grafo simples G por um
conjunto de vértices V; e uma funcao de adjacéncia, definida em

Vo={XCV:|X| =2}
e com imagem em {0, 1}:

) = {

1 se u e v sao adjacentes
0 se uw e v nao sao adjacentes
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e podemos designar indiferentemente por uv ou vu a aresta incidente nos
vértices u e v.

As definicoes de grafos enunciadas comportam a possibilidade de quer V/,
quer F, quer ambos, serem infinitos. Neste curso, a menos que haja mencao
explicita em sentido contrario, consideraremos apenas grafos com V e F
finitos. |V| designa-se a ordem do grafo e |F| o tamanho do grafo.

Definigao 1.4 (Subgrafos) : Um grafo G' é um subgrafo de um grafo G
se
Vo C Vg, Eqo C Eq

e portanto a funcao de incidéncia de G' € a restricao da funcao de incidéncia
de G a E¢gr.

Se S C V designamos por G—S o subgrafo de G que se obtém de G eliminando
0s vértices v € S, bem como as arestas neles incidentes.

Se F C E, designamos por G\F' o grafo que se obtém eliminando as arestas
eec F.

Dado um subconjunto V' C V' o subgrafo G[V'] induzido por esse conjunto
de vértices tem vértices V' e arestas E' = {e € F :p(e) C V' x V'}, ou seja
GV =G —-(V\V').

Duas formas de apresentar um grafo sao a matriz de incidéncia e a matriz
de adjacéncia do grafo. A sua definicao depende de se fixar uma ordenacao
dos conjuntos

V={vy,--,u.}, E=A{e, - ,en}

Definicao 1.5 A matriz de incidéncia de Gé uma matriz M de dimensoes
n x m em que a entrada M(i,j) € o niumero de extremos da aresta e; que



incidem no vértice v;, ou seja,

2 se a aresta a; € um lacete incidente no vértice v;
M(i,j) =< 1 se a aresta e; liga o vértice v; a um outro vértice
0  seej ewv; nao sao incidentes

Definicao 1.6 A matriz de adjacéncia ¢ uma matriz L de dimensoes
nxn em que a entrada L(i,j) € o numero de arestas que ligam os vértices v;

e vj. Mais uma vez, um lacete no vértice v; contribur com 2 para a entrada
L(i,1).

Nota 1.7 A matriz de adjacéncia de um grafo € simétrica. Além disso, se
G € um grafo simples as entradas da matriz de adjacéncia sao 0 ou 1 e
L(i,i) = 0 para todo 0o 1 <i < n.

Definicao 1.8 O grau de um vértice v é o numero d(v) de arestas incidentes
em v, contadas com multiplicidade (os lacetes sdo contados duas vezes).

Definicao 1.9 Definem-se os graus minimo e mdximo de um grafo:
d(G) = min{d(v) : v € Vg}, A(G) = max{d(v) : v € Vg}.
Definicao 1.10 Um grafo G diz-se regular de grau k se 6(G) = A(G) = k.

A aplicacao do Principio da dupla contagem a matriz de incidéncia de
um grafo, conduz-nos ao primeiro teorema da teoria dos grafos: somando as
entradas de M pelas colunas obtemos 2| E|; mas contando por linhas obtemos
a soma dos graus dos vértices. Portanto

Teorema 1.11 : Dado um grafo com vértices V' e arestas E

> d(v) =2|E|

veV



Uma consequéncia imediata deste resultado é que
Z d(v) =0 mod 2
veV
Como d(v) mod 2 é 1 se o grau d(v) é impar e 0 caso contrario, concluimos

Corolario 1.12 : Em qualquer grafo o numero de vértices de grau impar é
par.

O seguinte resultado ¢ uma consequeéncia imediata das defini¢oes e deixa-se
COMO eXercicio:

Proposicao 1.13 : As matrizes de incidéncia e de adjacéncia de um grafo
estao relacionadas entre si pela equacao

MM'=D+ L

onde M representa a matriz transposta de M e D € a matriz diagonal definida
por D(i,i) = d(v;).

1.1 Sequéncia de graus de um grafo

Os graus dos vértices de um grafo G de ordem n podem ser apresentados
como uma sequencia dy, - -+ ,d, com d; > 0.

Uma sequéncia de inteiros nao negativos diz-se uma sequéncia grafica se
for a sequéncia de graus de um grafo. O teorema anterior da uma condicao
necessaria para que uma sequéncia dy, - - - , d,, seja uma sequéncia grafica: tem
que se verificar

En:di =0 mod?2
i=1

Se nao impusermos qualquer restrigao nas propriedades do grafo, esta condicao
é também suficiente: toda a sequéncia

n

(dy, -+ ,dy) - ZdiEO mod 2

1=1



é a sequéncia de graus de um grafo G de ordem n, conforme se pode provar
por inducao em n.

Mas se exigirmos, por exemplo, que G nao tenha lacetes, aquela condicao
ja nao é suficiente; prova-se de facto que

Proposicao 1.14 : Uma sequéncia di > dy > --- > d, > 0 € a sequéncia
(ordenada) de graus de um grafo G de ordem n sem lacetes, se e so se verificar

as condicoes
Y di=0 mod 2; d <) d;
i=1 i=2

A demonstracao é deixada como exercicio.

Existe uma condigao necessaria e suficiente do mesmo tipo (mas mais com-
plicada) para que uma sequéncia seja a sequéncia grafica de um grafo sim-
ples. Uma outra forma de tratar esse problema é a seguinte:

Teorema 1.15 uma sequéncia d; > doy > --- > d, > 0 € a sequéncia de
graus de um grafo simples G de ordem n se e so se a sequéncia

d2_17"' 7dd1+1_17dd1+27"'dn

também o for.

Ou seja, para verificar se temos a sequéencia grafica de um grafo simples,
eliminamos d;, subtraimos uma unidade a cada um dos d; elementos seguintes
e examinamos a sequéncia assim obtida (depois de devidamente reordenada
de forma nao crescente); este processo de redugdo pode ser repetido até se
obter uma sequéncia que claramente é ou nao grafica.



Demonstracao 1.16 : Uma das implicacoes € fdacil: se
d2 - 17 7dd1+1 - 17dd1—|—27"'dn

for a sequéncia grdfica de um grafo simples (de ordem n — 1), acrescentando
um novo vértice adjacente a cada um dos primeiros dy vértices, obtemos ex-
actamente um grafo com a sequéncia grafica

d17d2a.“ 7dn

Para provar a reciproca, suponhamos que di > do > --- > d, > 0 € a
sequéncia de graus de um grafo simples G de ordem n. Vamos indexar os
seus vértices de modo a que d(v;) = d;. Hd dois casos possiveis:
(i) Se vy € adjacente a vo,- - , V4,41, podemos eliminar vy, juntamente com
as suas arestas, e obter um grafo simples com sequéncia grdfica

d2_]~7'.' 7dd1—|—1_17dd1+27”'dn

Ou seja fazemos a operacgao inversa da descrita no pardgrafo anterior.
(11) Suponhamos que isso ndo acontece, isto € existe um subconjunto de
vértices

{wr, - w} C{ue, v 41}

a que v1 nao € adjacente; entao vy € adjacente a vértices

{x17... 7',1:]6} C {Ud1+27"' 7Un}

Dado o modo como os vértices foram indexados, cada um destes tem grau
menor ou igual aos dos u;,--- ,ur; e podemos mesmo assumir que d(u;) >
d(z;) (para todos os 1 <i,j < k) pois nos casos em que o grau fosse igual,
podemos trocd-los sem alterar a sequéncia grdfica.

d(uy) > d(z1) implica que existe w tal que uy € adjacente a w mas xy nao é;
podemos entao alterar o grafo do sequinte modo: apagamos as arestas vy, xq €
Uy, w e acrescentamos arestas vy, uy e 1, w; note-se que os graus dos diversos
vértices fica inalterado. Repetindo este procedimento, acabamos por ficar no
caso (i).



Exemplo 1.17 Verificamos se a sequéncia [7,6,6,6,5,5,4,3,3,3,2,2,2] é
grdfica: em cada linha apresentamos a sequéncia, jd reordenada de forma
nao crescente, obtida da anterior pelo procedimento descrito na proposicao:

7666554333222
555443332222
443333222722
3322222222
222222211

Esta dltima sequéncia € claramente grafica: €, por exemplo, a sequéncia
de graus do grafo com vértices v;, 1 < 1 < 9 em que so existem arestas
entre vértices de indices consecutivos. Portanto a sequéncia inicial também
€ grafica.

1.2 Passeios e caminhos. Conectividade

Definicao 1.18 : Um passetio de comprimento k num grafo é uma sucessao
de vértices e arestas
VooV * * * Vp—10k—1Vk

Ve

em que para todo o v < k, a aresta a; incide nos vértices v; € vii1. Vg € 0
vértice inicial e v o vértice final do passeto.

Um passeio diz-se simples se nao repete arestas.

Um passeio simples € um caminho se nao repete vértices.

Um passeio € fechado se termina no vértice inicial.

Um passeio simples fechado chama-se um circuito e um caminho fechado
um ctclo.

Note-se que quando estamos num grafo simples, a sequéncia de arestas de
um caminho é completamente determinada pela sequéncia dos vértices.

Algumas definicoes relativas as nogoes de passeios e caminhos em grafos:



Definicao 1.19 1. O comprimento de um passeio (e em particular de
um caminho) € o numero de arestas (contadas com repeti¢ao) que apare-
cem no passeio.

2. A distancia d(u,v) entre dois vértices u e v é o minimo do comprimento
dos caminhos entre u e v. Se ndao existe um caminho entre u e v, d(u,v) =
+00.

3. A excentricidade exc(v) de um vértice v € definida por
exc(v) = max{d(v,u) : u € Vg}

4. O rato e o diametro do grafo G sao definidos respectivamente por
r(G) = minf{exc(v) : v € Vg1, diam(G) = max{exc(v) : v € Vg}

5. Definimos ainda o centro e a periferia de um grafo como os conjuntos
de vértices que tém respectivamente, excentricidade minima ou mdrima.

6. A cintura de um grafo € o menor comprimento possivel de um circuito
no grafo.

Se existe um passeio em G com vértice inicial u e vértice final v, existe
igualmente um caminho entre esses vértices: de facto, se no passeio de u para
v

uaopviay - - Vit 10545 U

se tem v; = v;, podemos eliminar o passeio fechado intermédio obtendo assim
um novo passeio
uagviay - - - viaj U

Repetindo esta operacao enquanto existirem vértices repetidos, acabamos por
ter um caminho de u para v.

A entrada L(i, j) da matriz de adjacéncia de um grafo representa o niimero
de arestas incidentes nos vértices v; e v;, ou seja, o niumero de passeios de
comprimento 1 entre esses vértices. Neste sentido, a definicao feita de que



um lacete no vértice v; contribui com 2 para a entrada L(z,7) é coerente com
a interpretacao de que um lacete pode ser percorrido nos dois sentidos e de-
termina portanto a existéncia de dois passeios de comprimento 1 de v; para
V;.

A seguinte generalizacao pode ser facilmente demonstrada por indugao (ex-
ercicio):

Proposicao 1.20 Seja L a matriz de adjacéncia de um grafo. Para todo o
par de vértices v, vj, a entrada L*(i, ) da k-ésima poténcia de L representa
o numero de passeios de comprimento k entre os esses vértices.

Definigao 1.21 : Um grafo G é conexo se dados dois vértices distintos u e
v, existe um caminho com vértice inicial u e vértice final v. Uma componente
conexa de G € um subgrafo H de GG, conexo, e tal que qualquer subgrafo de
G que contenha estritamente H € desconexo.

Qualquer grafo tem uma decomposicao em componentes conexas. Essa
decomposicao pode ser obtida notando que a relacao definida no conjunto
dos vértices por u ~ v se existe um caminho em G com vértice inicial v
e vértice final u, é uma relacao de equivaléncia, e que para cada classe de
equivaléncia V' o grafo G[V'] é uma componente conexa de G.

Definicao 1.22 : Um grafo é Eulertano se admitir um passeio simples que
passa por todas as arestas (um passeio euleriano).

O seguinte resultado, que pode ser visto como o ponto de partida da Teoria
dos Grafos como teoria matematica, caracteriza os grafos Eulerianos.

Teorema 1.23 (Fuler) : Um grafo G é Euleriano se e sd se for conexo e tiver
exactamente ou 0 ou 2 vértices de grau impar. No primeiro caso, G admite
um passeio euleriano fechado, enquanto que no sequndo caso G admite um
passeto euleriano com inicio num vértice de grau impar e término no outro.
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Demonstracao 1.24 : Note-se em primeiro lugar que as condicoes sao obvi-
amente necessarias: so pode existir um passeto, fechado ou nao, que percorra
todas arestas, se o grafo for conexo. Além disso, se G admite um passeio
fechado que percorre todas as arestas, o grau de cada vértice € par, uma vez
que por cada aresta usada para “entrar“ no vértice tem que haver uma aresta
de “saida”; o caso de um passeio euleriano nao fechado é semelhante.

Verificamos agora que essas condigcoes sao também suficientes: Considere-
se primeiro o caso em que todos os vértices de G tém grau par. Note-se
que, com esta condicao, se iniciarmos num vértice v qualquer um passeio
simples, € possivel sempre continud-lo a menos que tenhamos regressado a
v e jd tenham sido percorridas todas as arestas incidentes a v. Suponhamos
que temos um passeio simples fechado em G que nao contém todas as arestas,
entdo existe algum vértice u (jd incluido no passeio, porque G € conexo) com
arestas incidentes, necessartamente em numero par, ainda nao percorridas;
mictamos ai um mnovo passeio simples fechado, percorrendo apenas arestas
ainda nao percorridas, que intercalamos no passeio original. FEste processo
pode ser repetido enquanto houver arestas nao percorridas.

Formalizamos esta ideia numa demonstracao por inducao na ordem de G;
se G tem so um vértice ele terd necessariamente grau 0 e nao hd nada a
demonstrar. Suponhamos que a propriedade é verdadeira para todos os grafos
conexos sem vértices de grau impar e ordem menor que n e seja G um grafo
de ordem n e com as mesmas propriedades.

Escolhendo um vértice v qualquer para o iniciar podemos, pelo raciocinio
feito atrds, construir um passeio simples fechado que percorre todas as arestas
incidentes em v; se este nao for um passeio euleriano de G considere-se o
grafo H que se obtém eliminando em G todas as arestas jd percorridas.

Em cada uma das componentes conexas H; de H existe pelo menos um vértice
u; ja wvisitado pelo passeio original (porqué?); por outro lado, como todos
os veértices de H tém grau par, em cada uma dessas componentes, que tém
ordem menor que n, existe por hipotese de inducao um passeto euleriano que
podemos considerar ter inicio e término em u;.
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Intercalando estes passeios eulerianos dos H; no passeio original, obtemos
um passeio euleriano de G.

A demonstracao no caso de haver eractamente 2 vértices de grau impar
w e v pode ser feita assim: acrescentando uma nova aresta e que ligue u
a v, ficamos no caso anterior e hda um passeio euleriano fechado; podemos
considerar que esse passeio tem inicio e término em u e que e € a ultima aresta
percorrida; eliminando e do passeio (e do grafo) ficamos com um passeio
euleriano que comeca em u e termina em v.

Definicao 1.25 : Um grafo é Hamiltoniano se admite um caminho que
wisita todos os vértices.

O problema de determinar se um grafo é Hamiltoniano é muito mais dificil
de tratar.
Existem no entanto resultados que nos dao condigoes quer necessarias quer
suficientes para que um grafo seja Hamiltoniano. Dois dos mais simples sao
0s seguintes:

Teorema 1.26 : Seja G um grafo com um ciclo hamiltoniano. Entao, se S
é um conjunto de k vértices, o grafo G — S que se obtém de G eliminando
esses vértices e as arestas neles incidentes, tem no mdrimo k componentes
COMeras.

A demonstracao é deixada como exercicio.

Teorema 1.27 (Dirac) Se G € um grafo simples de ordem n > 3 e 6(G) >
n/2, entdo G tem um ciclo Hamiltoniano.
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Demonstracao 1.28 : demonstramos o resultado por contradicao, ou seja
supomos que G satisfaz as hipoteses e nao tem ciclos Hamiltonianos e deriva-
mos uma contradicao. A estratégia desta demonstracao passa por notar que
se acrescentarmos arestas ao grafo nao alteramos as hipdteses e portanto
basta considerar o caso extremo em que supomos que G € um grafo simples
com d(v) > n/2 para todo o v € V' e com o maior nimero possivel de arestas,
sem ciclos hamiltonianos.

E claro que G nao pode ser um grafo completo (ou seja, em que todos os pares
de vértices sao adjacentes), pois nesse caso hd sempre um ciclo Hamiltoni-
ano. Sejam entao x,y € V nao adjacentes; se acrescentarmos a aresta xy
ficamos com um ciclo Hamiltoniano e existe portanto um caminho hamilto-

Niano ViV - Uy COM V1 = T € Uy = Y, Sejam vj,,---v;, 08 Vértices a que x €
adjacente; pelas hipoteses k > n /2, 1 < iy e i < n; pelo principio do Pombal
y terd que ser adjacente a algum dos vértices vi,_1,---v;,—1, chamemos-lhe

Vj—1, mas entao a SGQUéNCiCL
V109 - - Uj—lvnvn—l s ’Ule

dd um ciclo Hamiltoniano em G e chegamos a contradi¢ao.

1.3 Isomorfismos e Automorfismos

Definigao 1.29 : Dois grafos G e H dizem-se isomorfos (G = H ) se existir
uma bijeccao [ : Vg — Vi e uma bijeccao g : Eq — Ep tais que as respectivas
funcoes de incidéncia satisfazem

vala) = {u, v} < du(gla)) = {f(u), f(v)}, Va € Eg

Evidentemente se G = H os grafos sao copias um do outro.
No caso de grafos simples a definicao pode ser enunciada de modo mais
conciso: dois grafos simples GG e H sao isomorfos se existir uma bijeccao

f Vo — Vg tal que, para qualquer par de vértices u,v € Vg, u e v sao
adjacentes se e s6 se f(u) e f(v) também o sao.
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As propriedades e caracteristicas de grafos discutidas acima, e muitas out-
ras que serao consideradas mais adiante, sao invariantes por isomorfismo. Por
exemplo, grafos isomorfos tém a mesma sequéncia de graus e portanto esta
sequéncia é um invariante de isomorfismo. No entanto existem grafos nao
isomorfos com a mesma sequéncia de graus.

Esse facto justifica que falemos, por exemplo, no grafo completo com n
vértices, ou seja, em que todos os vértices sao adjacentes, e que designamos
por K, embora nos estejamos a referir, em bom rigor, a classe de equivaléncia
por isomorfismo de todos os grafos com essa propriedade, ou a um seu rep-
resentante particular.

No mesmo sentido, ao estudarmos propriedades dos grafos atribuimos des-
ignacoes aos vértices e arestas de modo arbitrario, ja que quaisquer outras
designacoes correspondem a um grafo isomorfo.

Isso nao quer dizer que o conceito de isomorfismo de grafos nao seja funda-
mental: podemos ter por exemplo dois grafos definidos a partir de construcoes
diferentes e querermos saber se sao isomorfos, ou seja, se para todos os efeitos
"sao o mesmo grafo“. Esse problema pode ser bastante dificil de resolver.
Em geral para mostrar que dois grafos nao sao isomorfos é suficiente detectar
uma propriedade invariante por isomorfismo que esteja presente num deles e
nao no outro. Ja para provar para que dois grafos sao isomorfos é em geral
necessario encontrar explicitamente um isomorfismo.

O isomorfismo de grafos traduz-se nyuma relacao entre matrizes de ad-
jacéncia. A demonstracao é deixada como exercicio:

Proposicao 1.30 : Dois grafos G e H com matrizes de adjacéncia Lg e

Ly sao isomorfos se e so se existir uma matriz de permutacao P tal que
LoP = PLy.

Nota 1.31 As matrizes de adjacéncia contém necessariamente toda a in-
formacao sobre os grafos. E portanto natural pesquisar como se traduzem
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as propriedades combinatorias dos grafos em propriedades algébricas das re-
spectivas matrizes, e vice-versa. Fsse estudo constitui uma parte da chamada
Teoria Algébrica dos Grafos.

Em particular, a proposicao anterior mostra que qualquer propriedade de uma
matriz que fique tnvariante por conjugacao fornece um invariante de isomor-
fismo que permite testar se dois grafos sao isomorfos.

Um isomorfismo do grafo G com ele préoprio chama-se um automorfismo
de G. Por exemplo no grafo completo K, qualquer permutacao de [n] induz
uma bijeccao dos vértices que preserva a relacao de adjacéncia portanto um
automorfismo do grafo.

1.4 Grafos dirigidos

Definicao 1.32 Um grafo dirigido é um grafo em que cada aresta tem uma
ortentacao. Adaptando a definicao, um grafo dirigido consiste num conjunto
V' de vértices, num conjunto E de arestas, disjunto de V', e numa funcao de
incidéncia
o E=V V. ¢e) = (i(e), t(e))
i(e) é o vértice inicial e t(e) o vértice terminal da aresta e.
Fica igualmente definida a fungdo v :V x E— {—1,0,1}:
W(v,e) =0 se e € um lacete ou se e nao incide em v;
W(v,e) =1 se e nao € lacete e v =i(e);

Y(v,e) = —1 se e nao € lacete e v = t(e);

d”(v) ={ae€ A:t(a) =0}, d*(v) = [{a € A:i(a) = v}

sao, respectivamente, o grau de entrada e de saida de v.
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Num grafo dirigido definem-se passeios e caminho dirigidos como sendo
aqueles que percorrem as arestas de acordo com a sua orientacao.

As definicoes das matrizes de incidéncia e adjacéncia sao igualmente al-
teradas para dar conta da orientacao das arestas: dada uma ordenacao dos
conjuntos

V:{U17°”7vn}7 E:{ela'naem}?
a matriz de incidéncia M tem n = |V| linhas e m = |F| colunas e é definida
por M(i,s) = (v, es).
A matriz de adjacéncia L é uma matriz n X n definida por

L(i,j) =|{e € E:i(e) =v; Nt(e) =v;}

Ao contrario do que se passa num grafo nao dirigido, a matriz de adjacéncia
de um grafo dirigido nao é necessariamente simétrica.
A semelhanca do que se passa no caso nao dirigido, a entrada (i, j) da k-ésima
poténcia de L, L*(i,j), é o niimero de passeios dirigidos com inicio em v; e
término em v;.

Os grafos dirigidos tém aplicacoes importantes, quer matematicas quer na
modelacao de fenémenos estudados noutras ciéncias. Além disso, certos resul-
tados sobre grafos nao dirigidos sao melhor compreendidos se se considerarem
orientacoes nas arestas.

Exercicios IX.1

1. Demonstrar, por inducao em n, a Proposicao 1.14.

2. Verificar se cada uma das listas seguintes pode representar os graus dos
vértices de um grafo (simples) e no caso afirmativo, representar grafica-
mente um grafo nessas condicoes:

a) {3,3,2,2,2,1}
b) {6,6,6,4,4,2,2}
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¢) {6,6,6,6,5,4,2,1}
d) {6,6,6,4,4,3,3}

3. Mostrar que em qualquer grafo existem dois vértices com o mesmo grau.
Sugestao: usar o Principio do Pombal.

4. O complemento de um grafo simples GG, é o grafo simples G' que tem os
mesmos vértices de G mas em que dois vértices sao adjacentes se e s se
o nao forem em G.

a) Se G tem n vértices com graus di, ds, - -+ ,d, quais sdo os graus dos
vértices de G7

b) Mostrar que se G é desconexo, entdo G é conexo. A reciproca é
verdadeira?

¢) Mostrar que se G e G sao isomorfos e tém n vértices, entao
n=0oul mod 4.
5. Um grafo é regular de grau k se todos os vértices tem grau k.

a) Seja G um grafo conexo regular com 22 arestas. Quantos vértices tem
G?

b) Quantos grafos de ordem 7 e regulares de grau 4, nao isomorfos, é
que existem?
Sugestao: considerar o complemento do grafo.

¢) Mostrar que para todo o inteiro par n > 4, existe um grafo conexo
com n vértices regular de grau 3.

6. Demonstrar a Proposicao 1.13.
7. Demonstrar a Proposicao 1.20.

8. Seja G um grafo com 10 vértices e 28 arestas. Justificar que G' contém
um ciclo de comprimento 4.
Sugestao: comecar por mostrar que ha dois vértices u e v tais que

d(u) +d(v) > 12.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Dado n > 0, seja Pet(n) o grafo simples em que os vértices sdo os subcon-
juntos de [2n + 1] com n elementos, e dois vértices Sy e Sy sao adjacentes
se 51N Sy = 0.

a) Quantos vértices e arestas tem Pet(n)?
b) Se |S1 N S3| =1, qual o valor de dist(S,.S2) em Pet(n)?

O grafo linha I(G) de um grafo simples G é o grafo que tem as arestas de
GG como vértices e em que dois vértices sao adjacentes se e s6 se enquanto
arestas de G incidem num mesmo vértice.

a) Determinar [(K5) onde K5 designa o grafo completo (ou seja, em que
todos os vértices sdo adjacentes entre si) com 5 vértices;

b) Se G tem vértices vy, -+, v, com d(v;) = r; e > ri = 2m é o
numero de arestas, determinar o nimero de vértices e de arestas de
[(G) em funcao de n, de m e dos 7;.

Seja G um grafo tal que todos os vértices tém grau maior ou igual a d, e
em que o menor ciclo tem comprimento 5. Justificar que |Vg| > d? + 1.

Dado um grafo conexo de diametro D e grau maximo A,

a) Fixando um vértice vy, provar que o nimero de vértices a distancia
k de vy é menor ou igual a A(A — 1)1

b) Concluir que o nimero total de vértices de G é menor ou igual a

(A—-1)P -1

N
+ A2

Mostrar que r(G) < diam(G) < 2r(G) e dar exemplos de grafos simples
em que se tem cada uma das igualdades e em que se tem desigualdade
estrita.

Dado m > 2, (), designa o grafo com vértices vy, v, - - - , v, € com arestas

{vivig1 V1 <i<m} U {v,v},
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ou seja, um ciclo de comprimento m.
Se L é a matriz de adjacéncia de Cy (para a ordenacao dos vértices dada
pelos indices) qual o valor da entrada (1,5) de L2177

15. Se A é a matriz de adjacéncia de um grafo GG, definimos a sucessao de

matrizes
Sp=T+A+A*+...+ A"

Mostrar que

a) se k é o menor inteiro tal que a linha ¢ de S nao contém zeros, entao
k é a excentricidade de v;;

b) se t é o menor inteiro tal que as entradas de S; sdo todas positivas,
entao diam(G) =t.

16. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G. Mostrar que o nimero de
triangulos de G é gtr(A?).

17. Demonstrar que num grafo conexo dois caminhos de comprimento maximo
tém sempre um vértice em comum.

18. Seja G um grafo simples com n vértices.

n—1
a) Mostrar que se |Eqg| > ( 5 >, entao G é conexo.

—1
b) Dar um exemplo de um grafo desconexo em que |Eg| = (n 5 )

—2
¢) Mostrar que se o grau minimo de G satisfaz 6(G) > n , entao G
¢ conexo.
n—2
d) Dar um exemplo de um grafo desconexo com §(G) = 7

e) Mostrar que se 6(G) > k entdo G contém um caminho de compri-
mento k; se k > 1, G contém um ciclo de comprimento maior ou
igual a k£ + 1.
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19.

20.

21.

Seja G um grafo simples regular de grau 4. Mostrar que podemos colorir
as arestas de G com duas cores de modo a que em cada vértice incidem
duas arestas de cada cor.

O Museu Mundial dos Grafos esta instalado num edificio ctibico, dividido
em 27 salas cibicas (nove por andar). Cada sala tem comunica¢do com
todas as salas adjacentes (ou seja todas aquelas com as quais tem uma
face em comum). A entrada estd numa das salas de esquina do primeiro
piso. Sera possivel fazer uma visita ao Museu, passando uma tnica vez
em cada sala e terminando na sala que se situa no centro do edificio?

Dois dos grafos da figura anexa sao isomorfos. Identificar o par de grafos
isomorfos e descrever um isomorfismo. Justificar porque é que o terceiro
grafo nao ¢é isomorfo aos outros.
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Exenctcio 19

A



22. Determinar quantos automorfismos tém os seguintes grafos:

a) O grafo completo K,;
b) Um ciclo C), com n vértices;
c¢) O grafo que se obtém de K, eliminando 3 arestas (considerar os quatro

casos possiveis) .

Sugestao para a alinea c): Notar que f: V — V é um automorfismo de
um grafo com vértices V' se e s6 se for também um automorfismo do seu
complementar.
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