1 Permutacgoes e Simetrias

Dado [n] = {0,1,2,--- ,n — 1} (qualquer conjunto com n elementos pode
ser identificado com este) consideramos o conjunto S,, de todas as bijecgoes
f :[n] = [n], ou permutagdes de [n].

Sabemos ja que |S,| = n!.

Uma permutacao 7 pode ser representada indicando numa tabela os valores
de m(z) para todos os x € [n]. Por exemplo

o 012314
~\13420
Sendo bijeccoes de um conjunto nele préprio, as permutacoes podem ser

compostas umas com as outras, obtendo-se novas permutacoes. Por exemplo,
se ™ é a permutacao definida anteriormente e

/01234
P=\ 2104 3

(01234
TeP=\4310 2
onde 7o p(x) = 7(p(x)).

No que se segue, representaremos abreviadamente 7 o p por mp, nao havendo
2, etc.

entao

perigo de confusao com outras operacoes. Em particular monw =7

E importante notar que em geral a composicao de permutacoes nao é co-
mutativa. Assim, por exemplo

o 01234
PET= 14302
Por outro lado, essa operacao é associativa

m(p7) = (mp)T, YV, p, T € Sy



existe um elemento neutro, a permutacao identidade
L [n] = [n], (z) =2, Vo

e todo o elemento 7 € S,, tem um inverso que representamos por 7 . Por
exemplo, para o exemplo acima

1 01234

~\40312
Portanto S,, é um conjunto fechado para uma operacao associativa, ex-
istindo um elemento neutro e tal que todo o elemento tem um inverso. Este

conjunto de propriedades resume-se dizendo que S, munido da operacao de
composicao ¢ um grupo .

O grupo S,, tem uma representacao matricial: a cada permutacao m faze-
mos corresponder a matriz M, com n linhas e n colunas definida por

o 1 sew(j)=1
M =
=(4,J) { 0 caso contrario

(onde as linhas e colunas foram indexadas pelos elementos de [n] e ndo como
habitualmente por 1,---  n).

Estas matrizes de permutacao podem ser caracterizadas como as matrizes
quadradas de dimensao n com entradas iguais a 0 ou 1 e que tém exactamente
um 1 em cada linha e em cada coluna.

Como se verifica facilmente, a matriz M, foi definida de modo a que se tenha

L Lr(1)
M. 9612 _ | T
Tn L (n)
Deduz-se entao que
Myop = Mz - M,

ou seja, a composicao de permutacoes “traduz-se” no produto de matrizes.



1.1 Decomposicao ciclica de permutagoes

Dado z € [n], a sucessao
L, W(I’), 7‘-2(2})7 T

onde 72 designa a composicio m o ™ e do mesmo modo 7/ a composicio
momo---om (J vezes), chama-se a drbita de x pela permutacao 7. Como
[n] é finito, qualquer 6rbita é também finita. Mais do que isso, como as
permutacoes sdo bijeccoes, existe sempre um k < n tal que 7¢(x) = x e
portanto a 6rbita de x por m é um ciclo

(I’, 7T(ZL‘), T 77Tk_1($))

Num ciclo nao importa qual o elemento que representamos como primeiro,
mas apenas a ordem em que elementos ocorrem; portanto, por exemplo,

(ﬂ-(x)v T 77Tk_1(x)7 ZL‘)

representa o mesmo ciclo .

Dada 7 e z,y € [n], os ciclos de x e de y por m ou coincidem ou sao
disjuntos. Cada permutacao tem portanto uma decomposicao ciclica. Nos
exemplos anteriores,

T=1(0,1,3,2,4)  p=(0,2)(1)(3,4)

Note-se que na representacao de p acima nao importa também a ordem por
que apresentamos os ciclos; podemos igualmente representar p = (3,4)(1)(2,0).
E também natural omitir os ciclos de comprimento 1, ou seja os elementos
em que a permutacao actua como a identidade.

Esta representacao de uma permutacao como composicao de ciclos pode
(e deve) ser interpretada do seguinte modo: cada ciclo é de facto uma per-
mutacao de [n] que actua como a identidade nos elementos que nao pertencem
ao ciclo, por exemplo, com n =5

01234
(0’2)_<21034>



e cada permutacao se pode obter como composicao dos seus ciclos de maneira
Unica, a menos da ordem dos ciclos, ja que ciclos disjuntos comutam entre si.

Definicao 1.1 O tipo ciclico de uma permutacao € a lista dos nimeros de
ciclos de cada comprimento. Representamos um tipo como |y, g, -+, Q]
onde ay; € o numero de ciclos de comprimento 1.

Os coeficientes o, sao nao negativos e satisfazem a igualdade

n
g kap =n,
k=1

uma vez que a uniao (disjunta) de todos os ciclos de uma permutacao é todo
o conjunto [n], e reciprocamente qualquer solugao oy, - - - , a;, em inteiros nao
negativos, desta igualdade, corresponde a um tipo ciclico.

Portanto os tipos ciclicos de S,, estao em bijeccao com as particoes de n em
parcelas positivas, e o nimero de tipos ciclicos é p(n).

Duas permutacoes m ep dizem-se conjugadas se existe uma permutacao
T tal que
TM = pT

ou seja se representam a mesma transformacao a menos de uma “mudanca
de variaveis“.

A relacao de conjugacao é uma relacao de equivaléncia definida no grupo S,
(e mais geralmente em qualquer grupo).

Proposicao 1.2 : Duas permutacoes sao conjugadas se e s6 se tém o mesmo
tipo ciclico.

Demonstracao 1.3 : Se w e p tém o mesmo tipo ciclico, podemos estab-
elecer uma bijeccao entre os ciclos da primeira e os da sequnda, tal que a



um ciclo de comprimento m (xy,Ta, - ,Zy) de m correponda um ciclo do
mesmo comprimento (y1,Y2, -+ ,Ym) de p. Definimos, em cada ciclo de T,
7(z;) = y;. Verifica-se que T é uma bijec¢ao de [n] nele proprio que conjuga
T e p.

Para demonstrar a reciproca, provamos que o tipo de ciclo de om é 0o mesmo
que o de wo, para quaisquer permutacoes ™ e o; desse modo o tipo ciclico de

L'¢ 0 mesmo que o de 771w = .

p=TTT
Seja entao x1,x9, - T, um ciclo de comprimento m para omw; temos por-
tanto om(x;) = xiy1 para 1 <i < m e om(xy) = x1; além disso, x; # x; se
i # 3. Verificamos que y1,Yy2, -+ ,Ym, onde y; = w(x;), € um ciclo de compri-
mento m para o, jd que, para i < m, wo(y;) = wow(x;) = w(xit1) = Yir1 €
70 (Ym) = mom(xy) = w(T1) = Y1

Estabelecemos asstm uma bijeccao entre ciclos de om e ciclos de mo com o
mesmo comprimento, pelo que estas duas permutacoes tém o mesmo tipo

ciclico.

Definicao 1.4 : O namero de Stirling de primeira espécie (sem sinal) c(n, k)
¢ o numero de permutacoes de n elementos com k ciclos.

c(n, k) pode ser descrito como o niimero de modos de sentar n pessoas em k
mesas redondas sem que nenhuma mesa fique vazia (para que esta descri¢ao
seja precisa, ha que esclarecer que as mesas nao se distinguem umas das
outras e que é possivel sentar até n — k + 1 pessoas numa mesa).

Verifica-se facilmente que
k<OVk>n = c(nk)=0, c(n,1) = (n—1) c(n,n) =1

Fixando um elemento a de [n], uma permutagdo 7 com k ciclos ou tem a
sozinho num ciclo ou nao; o primeiro caso corresponde a uma permutacao de
n — 1 elementos com k — 1 ciclos, enquanto que o segundo se obtém de uma
permutacao de n — 1 elementos com k ciclos intercalando a numa das n — 1
posicoes possiveis. Deduzimos assim a seguinte:



Proposicao 1.5 Os numeros de Stirling de primeira espécie satisfazem a
formula de recorréncia

cn,k)=cn—1k—1)4+(n—1)c(n —1,k)
Por outro lado, se fixarmos um tipo [aq, s, - - - , o], correspondendo a uma

de blocos ordenados por ordem de grandeza, temos n! modos de distribuir os
elementos pelos espacos; mas para cada ciclo de comprimento k£ héa k escolhas
diferentes de apresentagao do ciclo como sequéncia ordenada; além disso, ha
ay! maneiras de ordenar os ciclos de comprimento k. Em resumo,

configuracao

Proposicao 1.6 O nimero de permutacies de tipo [oq, o, -+, ay] €
n!
10512042 e nanal! e Oén'

1.2 Transposigoes e paridade de uma permutagao

Uma permutacao ciclica que s6 permuta dois elementos chama-se uma trans-
posicao. Qualquer permutacao se pode representar como composicao de
transposicoes. Isso decorre do facto de qualquer ciclo se poder obter como
composicao de transposicoes; por exemplo:

(x1, @2, - yag) = (z1,2p) - (@1, 21) -+ (01, 20) (21, 3) (21, T2)
Mas essa representagao nao € unica. Por exemplo

(0,1,2,3,4) = (0,4)(0,3)(0,2)(0,1) = (0,3)(2,4)(3,4)(1,3)(2,3)(0,2)

Obtemos mais informacao sobre essas representacoes, observando o efeito
sobre o tipo de uma permutacao 7w que resulta de a compor com uma trans-
posicao (a,b).



Se os elementos a e b pertencem ao mesmo ciclo de 7, verificamos que na
composigao (a, b)m esse ciclo é decomposto em dois:

(CL,I',"' 7yabawa"' ,Z)—>(CI/,$,"' 7y)(b7w7"' 7Z)

Mas se em 7 os elementos a e b estao em ciclos diferentes, na composicao
(a,b)m estes ciclos sao ligados num so:

(CL,JZ',"' 72)(b7w7"' 7y) — (CL,I’,"' 7Z7b7w7"' 7y)
Ou seja, se m é uma permutacao qualquer e 7 uma transposicao,
c(tm) =¢(m) £ 1

onde ¢(o) designa o nimero de ciclos da permutagao o:
se o tem tipo
[0417 Q, - JOZTL]7

entao
clo)=a1+as+ -+ ay.

Suponhamos entao que temos duas representacoes

T ="TETp—1"""T1 = PjPj—1"" " P1

como composicao de transposicoes.

Em cada uma delas comecamos com a identidade que tem n ciclos e vamos
compondo com as sucessivas transposicoes 7; ou p; 0 que vai aumentando ou
diminuindo o nimero de ciclos numa unidade, até obtermos 7; se designarmos
por s; o numero de vezes em que o numero de ciclos aumentou e por d; o
numero de vezes em que diminuiu, na primeira representacao, e por Ss e do 0s
nimeros de vezes em que o nimero de ciclos aumentou e diminuiu na segunda
representacao, temos

s1+dy =k, n+81—d1=C(7r)

S9 + do = 7, n+ sy — dy = ¢(m)



Mas entao, fazendo a diferenca membro a membro nas segundas igualdades,
temos s; — s9 — dy + dy = 0, pelo que

k—j=s—s2+d —dy=2(s1 — s2) = 2(dy — da)
e concluimos que

Proposicao 1.7 : Uma permutacao pode ser representada como composi¢ao
de um numero par de transposi¢oes ou como composicao de wm numero impar
de transposicoes, mas nao de ambos. No primeiro caso dizemos que a per-

mutacao € par e tem sinal 1, e no sequndo caso que é impar e tem sinal
—1.

Nota 1.8 : Dada uma permutacao m e uma transposicao ™ a matriz Mo,
obtém-se de M, por uma troca de duas linhas; portanto, se ™ € uma com-
posicao de transposicoes, a sua matriz M, é o produto das matrizes dessas
transposicoes e resulta de, comecando com a matriz identidade, proceder a
uma sucessao de trocas de linhas, tantas quantas as transposicoes na dita
composi¢cao. Deduzimos que uma permutacao par € representada por uma
matriz de determinante 1 e uma permutacao impar por uma matriz de deter-
minante —1.

Outra observagao importante € que o sinal de uma permutacdo € igual a (—1)*
em que s € o numero de ciclos de comprimento par.

Fixando uma transposicao 7, a aplicagao
T — T

define uma bijeccao do conjunto das permutacao pares no conjunto das per-
mutacao impares.

Conclui-se que no conjunto S,, de todas as permutacoes de n elementos,
metade sao pares e metade impares.

Exercicios VIII.1



1. Em quantas permutagoes m € S, (n > 2) é que 1 e 2 pertencem ao mesmo
ciclo? Quantas permutacoes tém exactamente dois ciclos?

2. Para um k < n fixo qualquer,

a) em quantas permutacoes m € S, é que 1 pertence a um ciclo de
comprimento k (abreviadamente, um k-ciclo)?

b) quantas permutacoes ™ € S,, tém (pelo menos) um k-ciclo?

3. Quantas permutagoes 7 € S, satisfazem a condicao 7°(x) = x Vz € [n]?
E se for n6(z) = x7

4. Se m € S, tem tipo ciclico a1, - -+, ay], 0 que podemos dizer sobre o tipo
ciclico de

™ =nomo---om, (k vezes)?

5. O sinal de uma permutacao m de n elementos é definido como 1 se 7 é
par e —1 se é impar.
Mostrar que se 7 é do tipo [iy, ig - - - i,,] ent@o o sinal de 7w é (—1)" ittt +in,
6. Definimos o polinémio em n variaveis
Py, w,) = hicicjen(z — 25)

e, para cada w € S,

Pr(w1,-  2p) = hicicjcn (T — Tr(j))-
a) Mostrar que Py = £ P,
b) Mostrar que se 7 é uma transposigao, P, = —P.

c¢) Concluir que a paridade de uma permutacao 7 estd bem definida e
pode ser calculada como a paridade do ntimero de inversoes de m, ou
seja, do nimero de pares (7, j) tais que i < j e 7(i) > w(j).

1.3 Grupos de simetrias

Consideramos agora um outro tipo de representacao de permutacoes de grande
interesse.



Considere-se um triangulo equilatero com vértices {1,2,3} fixo num plano.
Uma rotagao de 27 /3 em torno do centro do triangulo, feita por exemplo no
sentido dos ponteiros do relégio, da lugar a uma permutacao dos vértices,
ou seja a um elemento de S3. Se os vértices foram numerados também no
sentido dos ponteiros do relégio, temos a permutacao ciclica o = (123).

Por outro lado, se considerarmos a recta que une um dos vértices, por exem-
plo 1, ao ponto médio do lado oposto, a reflexao do plano sobre essa recta
também se traduz numa permutagao dos vértices, neste caso p = (23).

Verifica-se facilmente que existem 6 simetrias do triangulo, ou seja trans-
formacoes do plano que levam o triangulo sobre ele préprio, que correspondem
exactamente as 6 permutacoes dos vértices: a identidade, as rotacoes o e o>
e as trés reflexdes (uma por cada vértice), que se podem representar apenas
a custa de uma delas e de o como p, po, po.

Se considerarmos agora um quadrado, com vértices numerados {1,2,3,4}
no sentido dos ponteiros do relégio, verificamos que existem 8 simetrias a
que correspondem mais uma vez outras tantas permutacoes dos vértices: a
identidade, as rotagoes de 7/2, 7 e 37/2 em torno do centro do quadrado que
dao lugar respectivamente as permutacoes o, o2 e 0® em que 0 = (1234); e
dois pares de reflexoes, umas sobre as rectas que unem os pontos médios de
lados opostos e outras sobre as rectas que unem vértices opostos; as primeiras
correspondem as permutacoes (12)(34) e (14)(23), e as outras a (13) e (24).
Note-se que desta vez nem todas as permutacoes m € 5, sao realizadas pelas
simetrias do quadrado. No entanto as permutacoes induzidas por simetrias

do quadrado constituem um subgrupo de S;, uma vez que:
1. a permutagao identidade é realizada por simetria (ndo mover o quadrado);

2. a inversa de uma permutacao realizada por uma simetria também ¢ re-
alizada por uma simetria;

3. e a composicao de simetrias corresponde a composicao das permutacoes
respectivas.
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E um bom exercicio criar uma tabela de composicao deste subgrupo de
permutacoes, verificando por exemplo que a composicao de duas reflexoes é
uma rotacao.

Os factos descritos generalizam-se para as simetrias de um poligono regular

de n lados: além da identidade, temos rotagoes de m2mw/n, com 1 < m < n,
em torno do centro; se n for par temos reflexoes sobre cada uma das rectas
ligando pares de lados opostos ou pares de vértice opostos, enquanto que se
n for impar, temos reflexoes sobre as rectas que unem cada vértice ao ponto
médio do lado oposto.
A estas simetrias correspondem as respectivas permutacoes dos vértices que
constituem um subgrupo com 2n elementos de S,,, o chamado grupo diédrico
ou diedral D,. Se representarmos a permutacao induzida pela rotacao de
27 /n por o e uma qualquer das reflexdes por p, verificamos que todos os
elementos de D,, se podem representar por composicao a partir destes dois:

2 n—1 n n—1
Dn:{U,O',"',O' 71:J7p7p0-7'”7p0- }
E claro que as simetrias do poligono também induzem permutacoes dos

lados do mesmo, de uma maneira completamente analoga ao que acontece
com os vértices.

Outros subgrupos interessantes de grupos de permutagoes podem ser obti-
dos, por exemplo, através dos grupos de simetrias dos sélidos regulares, ou
seja os solidos com faces todas iguais a um dado poligono regular.

Existem apenas 5 sélidos regulares:

o tetraedro com 4 faces triangulares, 6 arestas e 4 vértices;

o cubo com 6 faces quadradas, 12 arestas e 8 vértices;

o octaedro com 8 faces triangulares, 12 arestas e 6 vértices;

o dodecaedro com 12 faces pentagonais, 30 arestas e 20 vértices;

e o icosaedro com 20 faces triangulares, 30 arestas e 12 vértices.
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O facto de os ntimeros f, a e v respectivamente de faces, arestas e vértices
satisfazerem sempre a igualdade

f—a+v=2

nao é casual; de facto, pode provar-se que qualquer sélido convexo com faces
poligonais satisfaz essa propriedade. Assumindo esse facto, deduz-se entao
que aqueles sao os unicos solidos regulares possiveis. Voltaremos ao assunto
num capitulo da Teoria de Grafos.

A excepcao do tetraedro, as simetrias de cada sélido obtém-se como rotagoes
em torno de eixos unindo ou vértices opostos, ou pontos médios de arestas
opostas , ou centros de faces opostas (note-se que estamos a considerar ape-
nas as simetrias realizaveis no espago tridimensional).

Cada uma dessas simetrias induz uma permutacao quer dos vértices, quer das
arestas, quer das faces do sélido. Estas permutacoes, ainda que induzidas pela
mesma simetria, nao tém que ser do mesmo tipo.

Exemplo 1.9 : As simetrias do tetraedro sao obtidas por rotacdo sobre um
eizo unindo um vértice com o centro da face oposta ou por rotacao sobre um
eizo unindo os pontos médios de arestas opostas. Uma rotagdo de 2w /3 sobre
0 eizo que passa pelo vértice a, realiza a permutacdo dos vértices (a)(b,c,d) e
uma permutagdo do mesmo tipo nas faces: fixa a face abe (identificando uma
face pelo conjunto dos seus vértices) e permuta ciclicamente as outras trés;
a permutacao mduzida pela mesma simetria nas arestas tem dois ciclos de
comprimento 3: (ab, ac,ad)(be, cd, bd) onde ab designa a aresta que une esses
dois vértices; naturalmente, a mesma aresta pode ser representada por ba.

Existem trés pares de arestas opostas; consideremos um desses pares, em
que uma das arestas tem vértices a,b e a outra vértices c,d; uma rotacao
de m sobre o eixo respectivo induz uma permutacao (ab)(cd) no conjunto
dos vértices; se identificarmos cada face com o conjunto dos seus vértices,
a mesma rotacao permuta a face acd com a face bed e a face abc com a
face abd. Verificamos portanto que os grupos de permutacoes dos vértices e
das faces induzidas por rotagoes do tetraedro, se podem identificar um com o

12



outro: cada rotacao dd lugar a uma permutacao cuja decomposicao ciclica €
constituida por duas transposicoes.

A mesma rotacao permuta a aresta ac com a aresta bd e a aresta ad com a
be, deixando fixas as arestas ab e cd. Ou seja obtemos uma permutacao que
tem como decomposicao ciclica duas transposicoes e dois pontos fizos (ciclos
de comprimento 1).

Exemplo 1.10 : O cubo (bem como os outros sélidos requlares) tem sime-
trias dos trés tipos; usamos a figura anexa para descrever as diferentes sime-
trias e as permutacoes induzidas.

Por cada par de faces opostas existe uma rotagdo de w/2 em torno do eizo
que une os centros dessas faces; se escolhermos por exemplo as faces abed
e efgh e escolhermos a rotacao no sentido directo, temos a permutacao de
vértices

(a7 c? d7 b)(€7 g7 h? f)

a permutacao de arestas
(ab, ac, cd, bd)(ae, cg, dh, bf)(ef, eg, gh, fh)
e a permutacao de faces
(abed)(abef, aceg, cdgh, bdf g)(efgh).

As permutacoes de vértices, arestas e faces induzidas por uma rotacao de m
em torno do mesmo eixo de simetria, deduzem-se facilmente das apresentadas
atras: isto porque, um ciclo de comprimento par 2m de uma permutacao «
qualquer se decompoe em dois ciclos de comprimento m para a permutacao
aoa, enquanto que um ciclo de comprimento impar de o dd lugar para oo«
a um ciclo do mesmo comprimento.

Este € um caso particular da relacao entre o tipo ciclico de uma permutacao
a e os tipos ciclicos das suas poténcias o (ver exercicios).

Por cada par de arestas opostas temos uma rotacao de m em torno do eizo
que une os pontos médios dessas arestas. Escolhendo por exemplo as arestas

13



ab e gh, obtemos a permutacao de vértices

(a, b)(c, f)(d, e)(g, h)
a permutacao de arestas
(ab)(gh)(ac, bf)(ae, bd)(cd, ef)(cg, fh)(eg, dh)
e a permutacao de faces

(abed, abef)(aceg, bfdh)(cdgh, efgh)

Finalmente uma rotacao de 2m/3 em torno do eizo que une, por exemplo
0s vértices a e h, induz as permutacoes de vértices

(@)(h) (b, ¢, e)(f, d; g)

de arestas

(ab, ac, ae)(dh, gh, fh)(bd, cg, ef)(cd, eg, bf)

e de faces

(abcd, aceg, abef)(cdgh, efgh, bdfh)

Note-se que, embora as permutacoes de vértices , arestas ou faces sejam

em geral diferentes, se conhecermos a permutacao de vértices induzida por
uma simetria, podemos deduzir a partir dela as respectivas permutacoes de
arestas e faces.
Também é possivel identificar as permutacoes (de vértices, arestas e faces)
do octaedro com as permutagoes (respectivamente de faces, arestas e faces)
do cubo. As simetrias do dodecaedro e do icosaedro estao relacionadas do
mesmo modo.
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2 Contagem com simetria

Em alguns problemas de combinatoéria enumerativa, procuramos contar ob-
jectos que estao condicionados por alguma forma de simetria. O exemplo
mais simples é o dos modos de sentar n pessoas numa mesa redonda; deduz-
imos que havia (n — 1)! modos comegando por sentar uma das pessoas num
lugar qualquer e contando depois os modos de sentar as restantes n — 1.

Podemos interpretar esta contagem do seguinte modo: a mesa pode ser vista
como um poligono regular de n lados, com um grupo de simetrias obtidas
por rotacao (que s@o as tnicas que nos interessam neste caso). Cada escolha
de lugares corresponde a atribuir uma etiqueta a cada lado (ou vértice, é
indiferente); se fixarmos um lugar inicial como referéncia, vemos que cada
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uma das escolhas corresponde a uma das n! maneiras de ordenar n etiquetas.
Mas duas escolhas que sejam identificadas por uma rotacao podem ser con-
sideradas idénticas; concluimos entao que queremos de facto contar classes
de equivaléncia de escolhas de lugares, em que duas escolhas sao equivalentes
se podemos transformar uma na outra por uma simetria. Neste caso, cada
classe contém exactamente n escolhas e portanto existem %’ = (n—1)! classes.

Considere-se agora o problema de contar quantos colares diferentes de n
contas se podem fazer com contas de dois tipos. Na figura anexa, podem ver-
se todas as maneiras de por etiquetas a ou b nos vértices de um quadrado.
Considerando duas delas como equivalentes se se puderem transformar uma
na outra por uma rotacao ou reflexao, verifica-se facilmente que existem 6
classes de equivaléncia. Ou seja, existem 6 colares de 4 contas feitos com
contas de dois tipos.
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1 2 3 4 5
b a a b A a A
a b b b b a a a b
6 7 8 9 10
a b a a h a |8) b a
a, b b a b b b b a,
11 12 13 14 15
b a b b b a a b b
b vl
16
v3

Vamos agora tratar sistematicamente o problema de contar com simetria,
tomando este exemplo simples como guia. Para clarificar a descricao, vamos
designar os vértices por {vy,vs,v3,v4}, comecando com v; como vértice su-
perior esquerdo e seguindo a orientacao dos ponteiros do relégio. Temos um
conjunto C' (neste caso, as coloragoes com 2 cores dos vértices do poligono);
E existe um determinado grupo de simetrias G (neste caso o grupo de per-
mutagoes dos vértices induzidas por simetrias do poligono) que actua neste
conjunto: por exemplo, a permutacao ciclica o dos vértices induzida por uma
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rotacdo de 7/2, no sentido dos ponteiros do relégio, 0 = (viv9v3vy4), induz
uma transformacao de coloracgoes que transforma a coloracao cs na cs, a cg na
cg, etc. Ja a permutagao p induzida por uma reflexao sobre o eixo vertical,
p = (v1v9)(v3vy), transforma ¢y em c3, ¢ em cg, etc.

Usamos a notagao 0*(c2) = ¢5 para indicar que a permutagao (de vértices) o
transforma a coloracao cs na cs.

Cada coloracao dos vértices do quadrado ¢é de facto uma funcao do conjunto
dos vértices no conjunto das cores; note-se que o modo como definimos a acgao
das permutacoes no conjunto das coloracoes pode ser descrita pela igualdade

o (c)(vi) = (o™ (va)).

Dois elementos de C', t e s, sao considerados equivalentes se existe m € G
tal que 7*(t) = s. Este tipo de relagao é também descrita dizendo que ¢
e s estao na mesma Orbita pela accao de G. Esta relacao é de facto uma
relacao de equivaléncia e portanto estabelece uma particao de C' em conjuntos
disjuntos, que sao as érbitas.

O nosso objectivo é contar o nimero w de classes de equivaléncia (ou seja,

de 6rbitas) de C'.

Nota 2.1 : O termo accao aplicado as transformacoes realizadas pelos ele-
mentos do grupo G mo conjunto C' tem um significado preciso, contido nas
sequintes propriedades:

i) para todo ot € C, 1*(t) = t, onde v designa o elemento neutro do grupo
(a permutagdo identidade);

ii) para todo ot € C e o, 7 € G, (10)*(t) = 7" (0*(1)).

Ou seja, os elementos do grupo actuam no conjunto C' de maneira coerente
com a operacao no grupo.
Note-se, além disso, que, no nosso caso, elementos diferentes do grupo in-
duzem transformacoes diferentes, quer dizer, se o # T entao existe t € C' tal

que o*(t) # T(t).
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Vamos usar as seguintes notacgoes:
para cada z € C,
O, ={yeC|FIreG:n"(x) =y},

ou seja, O, é o conjunto dos elementos equivalentes a z pela accao de G;
no nosso caso, por exemplo,

O, =1{2,3,4,5}, Oy ={10,11}, O = {1}

para cada z € C,
E(z) ={m € G|7"(z) = =},

ou seja, F(x) é o conjunto dos elementos de G que fixam x; note-se que
este conjunto é sempre um subgrupo de G' (o subgrupo estabilizador
de x); por exemplo, no nosso caso, com as designagoes ja usadas acima,

E(10) = {1,0p = (v1v3), po = (v3v4), 0% = (v1v3)(vavs)}
enquanto que, obviamente, FE(1) = G;

para cada 7 € G,
I(m) ={x € Cln*(x) = x},

ou seja, I(x) é o conjunto dos elementos de C' que sdo fixos pela accao
de 7, ou seja, o conjunto invariante de 7; mais uma vez no nosso caso,
temos por exemplo,

[(U) = {017016}7 ](P) = {017067087016}7 [(02) = {01701070117016}

Intuitivamente, se o subgrupo E(z) for grande, a 6rbita O, serd pequena
e vice-versa. De facto, temos uma relacao precisa entre os dois:

Proposicao 2.2 : Dado um elemento x € C, |O,| x |E(x)| = |G|.
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Demonstracao 2.3 : Consideramos a func¢ao
Vv:G—>C

que faz corresponder a cada m € G o elemento 7 (x) € C. A imagem de ¢ €
O,; em™(x) =0*(x) se e s se

(7o) (z) =2 < 7 o € E(x)
ou seja, 0 = T com T € E(x). E reciprocamente se 0 = w1t com T € E(x),
temos T (x) = o*(x).
Portanto cada elemento de O, € a imagem por ¢ de exactamente |E(x)
permutacgoes.

Concluimos que, se dois elementos x e y estao na mesma 6rbita, ou seja
O, = Oy, entao |E(z)| = |E(y)|. De facto, se y = 7*(x) entao

T € E(y) & n 'rr € E(x).

Usamos esta observacao para obter uma segunda igualdade: podemos nu-
merar as oOrbitas e escolher um elemento z;, 1 < ¢ < w, de cada orbita;

> 1B I—Z > |E)

zelC i=1 y€O,,

entao

ou seja, para somar o numero de elementos dos subgrupos estabilizadores de
todos os elementos do conjunto, podemos somar para os elementos de cada
Orbita e depois somar as somas das diversas érbitas. Mas pela observacao
anterior, para elementos da mesma érbita, o nimero de elementos do estabi-
lizador é constante, portanto

Y BG)

i=1 y€O,,

EZ: Oy ||E(zi)] = w|G|
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onde a ultima igualdade decorre da proposicao anterior. Juntando as duas
igualdades, provamos portanto a seguinte

1
Proposicao 2.4 : w = € Y wec |E(2)].

Esta igualdade nao é no entanto a ferramenta adequada para calcular w,
uma vez que teriamos que fazer uma soma sobre todos elementos de C'; no
nosso caso teriamos que calcular o nimero de elementos do subgrupo estabi-
lizador para cada uma das 16 coloracoes. Mas uma ultima igualdade melhora
bastante a situacao:

Lema 2.5

> 1E@) =) (o)

zeC celG

Demonstracao 2.6 A justificacao desta igualdade € uma aplicacdo muito
simples do principio da dupla contagem: considere-se a matriz R cujas lin-
has sao indezxadas pelos elementos x € C' e cujas colunas sao indexadas pelos
elementos o € G, tal que R;; = 1 se a;(a:i) = x; e Rjj = 0 caso contrdrio
(0; designa a permutagdo na posicdo j e x; o elemento na posicdo i, natural-
mente); se contarmos o numero de 1 na matriz por linhas, obtemos a soma
no lado esquerdo da igualdade, mas se os contarmos por colunas obtemos a
soma no lado direito.

O resultado final das igualdades provadas ¢ a seguinte féormula para o
nimero w de orbitas de C' por accao de G:

1
Teorema 2.7 (Cauchy-Frobenius-Burnside) : w = [ Y vec | L(0)].

De acordo com este resultado, para contar o niimero de coloragoes real-
mente distintas no nosso exemplo (ou seja, o numero de classes de equivaléncia
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de coloragoes), temos que contar quantas coloragoes ficam invariantes pela
transformacao induzida por cada permutacao dos vértices do quadrado resul-
tante de uma simetria deste.

Claramente, a identidade fixa todas as coloragdes: |I(¢)| = 16; por outro
lado, a permutacao o = (v1v9v3v4) 86 fixa as coloragbes ¢1 € ¢16 € 0 Mesmo
acontece com o, logo |I(0)| = |Is] = 2; ja 0? = (viv3)(vov4) fixa as col-
oracoes ¢, 19, €11, C16, |1 (0%)| = 4; por outro lado, cada uma das permutacoes
resultantes das reflexoes sobre os eixos horizontal e vertical fixa 4 coloragoes,
enquanto que as permutacoes resultantes das reflexoes sobre as diagonais do
quadrado fixam 8 coloragoes cada.

De acordo com o teorema, existem

16+2x2+3x4+2x8 48
8 T8

classes de equivaléncia de coloracoes.

Vamos agora aplicar este resultado ao calculo do nimero de coloracoes das
faces de um cubo, com m cores.
O facto fundamental, ja visivel no exemplo anterior, que permite simplificar
muito os calculos é o seguinte:

Proposicao 2.8 : Dada uma permuta¢ao o, o numero |I1(o)| depende apenas

do numero de cores m e do numero de ciclos de o. Se o tem k ciclos,
[I(o)] = m".

De facto, uma coloracao com m cores dos objectos permutados por o fica
invariante por esta permutacao se e s6 se os elementos de cada ciclo tiverem
a mesma cor.

Exemplo 2.9 : Para analisar as coloracoes das faces do cubo, € util sequir
os cdlculos numa figura ou mesmo com um modelo tridimensional.
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Cada uma das rotagoes por um angulo de w/2 sobre eixos unindo os centros
de faces opostas induz uma permutacao das faces com 3 ciclos: dois de com-
primento 1 e um de comprimento 4; temos trés eixos e duas rotagcoes para
cada um deles, uma no sentido directo e outra no sentido retrogrado; se a
primeira induz a permutacdo p, a outra induz a permutacdo p—t = p3. Como
existem 3 eixos face-face, temos portanto 6 permutacoes que contribuem com
uma parcela 6m?>.

Ja cada rotagcao por um angulo de w, sobre os mesmos eixos, corresponde a
uma permutacdo p®, que tem quatro ciclos, dois de comprimento 1 e dois de
comprimento 2. Estas trés permutacoes contribuem com 3m* para a contagem
das coloracoes.

A rotacao por um angulo de m sobre um eixo unindo os pontos médios de
duas arestas opostas induz uma permutacao com trés ciclos de comprimento
2; como hd seis eixos desses, temos seis permutacoes que contribuem com

6m>.

Finalmente, cada rota¢ao por um angulo de 27/3 ou de 4m/3 sobre um
eizo unindo vértices opostos induz uma permutacdo de faces com dois cic-
los de comprimento 3; hd quatro pares de vértices opostos e portanto oito
permutacoes que contribuem com Sm?2.

Somando, sem esquecer a permutacdo identidade, que fixa todas as mP°

coloracoes, obtemos

1
p(m) = ﬁ(m6 +3m* + 12m® 4 8m?)

coloragoes das faces do cubo feitas com m cores.

Note-se que este numero inclui as coloracoes que usam apenas algumas
destas m cores; para contar o numero de coloracoes com exactamente m
cores, temos que usar o principio de Inclusao-Ezxclusao: se C; designar as
coloragoes que nao usam a cor i, temos que calcular |C1UCyU---UC,,|; mas
o numero de coloracoes que nao usam as cores iy,--- ,i € iqual ao numero
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de coloragcoes com m — k cores; portanto, o numero das coloracoes das faces
do cubo que usam exactamente m cores € dado por

ptn) = mpt <1+ (7)ot 2 == 307 (ot

J

Fuvidentemente, se m > 6 ¢ impossivel usar m cores e esta formula traduz
correctamente esse facto.

Se considerarmos o problema de calcular o niimero de coloragoes dos vértices
ou das arestas, temos que contar, para cada simetria do cubo, o niimero de
ciclos da permutacao induzida nos vértices ou arestas respectivamente.

Por exemplo, o nimero de coloragoes dos vértices de um cubo, com m cores
possiveis, é dado por

1
ﬂ(m8 + 17m* + 6m?)

Exemplo 2.10 : FEste exemplo é de natureza um pouco diferente e retoma
uma tdeia apresentada mais atrds. Suponhamos que queremos contar de
quantas maneiras podemos distribuir 100 bolas iguais por 4 caizas também
iguais. Por outras palavras, recordando que p,(k) representa o mimero de
particoes de k numa soma de n parcelas positivas, queremos calcular

p1(100) + p2(100) + p3(100) + p4(100)

Se as caixas fossem diferentes, o problema seria ja bem familiar: a solugdo

100 4+ 3
seria ( 3+ ), que € também o numero de solucoes de

r1 + x9 + 23 + x4 = 100, 0<ux; V.

A ideia € usar o Teorema de Cauchy-Frobenius-Burnside para descontar neste
numero o efeito de permutarmos as caizas. Ou seja, queremos identificar
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quaisquer duas solucoes que se possam obter uma da outra por uma per-
mutacao das cairas, o mesmo € dizer dos x;. Por exemplo, as quatro solucoes

0+0+0+100,0+ 0+ 100+ 0,0 4+ 100 + 0 + 0, 100 + 0 + 0 + 0,

contadas como diferentes no caso de cairas diferentes, correspondem a uma
unica solucao no problema das cairas iguais.

O grupo de permutacoes neste caso € o grupo Sy de todas as permutacoes
de quatro objectos, que tem 24 elementos:

1. a identidade ¢ = (1)(2)(3)(4);

4
2. (2) permutagoes do tipo p = (a,b)(c)(d);

1/4
3. 5(2) permutacoes do tipo o = (a,b)(c,d);

4. 4 X 2 permutagoes do tipo T = (a,b, c)(d);
5. 3! permutacoes do tipo § = (a, b, c,d).
Por exemplo, as permutacoes com dois ciclos de comprimento 2 sao
(1,2)3,4),  (1,3)(2,4),  (1,4)(2,3)

De acordo com o teorema, temos que contar para cada permutacao, o
numero de distribuicoes de bolas pelas caixas ou, de acordo com a descricao
que vamos usar a sequir, de solucoes da equacao

r1 + 29 + 23+ 24 = 100, 0<ux; Vi
que ficam invariantes sob a accao dessa permutacao.

Para a identidade, € 6bvio que
103
I(v) = ( 5 ) = 176851

ou seja, todas as solugoes ficam invariantes.
Para uma permutacdo do sequndo tipo p = (a,b)(c)(d), uma solugdo fica

25



mvariante se e so se x, = xp. Procuramos portanto o numero de solucoes em
inteiros nao negativos de

2z 4+ y + z = 100.

Ora x pode tomar qualquer valor entre 0 < 7 < 50 e para cada j podemos
distribuir as restantes 100—2j unidades pelas outras duas varidveis de 101—23
maneiras (y pode tomar qualquer valor entre 0 e 100 — 27 ). Temos entdo

50 50
> (101 —2j) =101 x 51 =2 "5 =101 x 51 — 50 x 51 = 51° = 2601
§=0 §=0

Para o terceiro tipo procuramos analogamente o numero de solucoes de

22 + 2y = 100

pois temos que ter dois pares de varidveis (ou caizas...) com o mesmo valor
(numero de bolas). Como se verifica facilmente, o nimero de solugoes € 51
( nimero de valores, entre 0 e 50 que x pode tomar). Logo (o) = 51.

Uma solugdo que fica invariante por uma permutacdo de tipo (a,b,c)(d) cor-
responde a uma solucao de

3z 4 y = 100;

cada solucao desta equacao € determinada pelo valor de x que pode variar
entre 0 e 33, ou seja, hd 34 solugoes e I(T) = 34.
Finalmente, a unica solucao que fica invariante por qualquer permutacao do
ultimo tipo é

€T, = 25 V1

A aplicacao da formula geral dd-nos entao

1 1
WZ ()] = o; (176851 + 6 x 2601 + 3 x 51+ 8 x 34 + 6) = 8037
4 TES,
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Nota 2.11 Note-se que este cdlculo depende quer do numero n de caixas que
determina o grupo de permutacoes, quer do numero k de bolas, tornando
extremamente complicada a possivel expressao que poderiamos obter para

ij(k)v

vdlida para todos os 0 <n < k.

Ja é um exercicio esclarecedor tentar generalizar o cdlculo acima para qual-
quer k, mantendo n = 4.

O que torna o cdlculo complicado é que |I(m)| nao é, como nos exemplos
anteriores, da forma m* em que m € um certo mimero fizo (o mimero de
cores) e k € o numero de ciclos de m. O que se passa aqui € que as cores $ao
substituidas neste exemplo pelos possiveis numeros de bolas em cada caiza,
ou seja, pelos possiveis valores dos x;: assim, se i,7 € {1,2,3,4} estdo no
mesmo ciclo de m, uma solucao de

$1+$2+$3+$4=100, OSQZZVZ

so pertence a I(m) se x; = x;.
A dificuldade é que embora os possiveis valores de x; sejam {0,1,--- 100},
eles nao sao independentes uns dos outros: a sua soma tem que ser 100.

Exercicios VIII.2

1. Nas figuras anexas, uma simetria é uma permutacao dos vértices que
perserva a relacade adjacéncia, ou seja, as ligacoes entre vértices.
Determinar o numero de simetrias de cada tipo ciclico, para cada uma
das figuras.

27






2. De quantas maneiras podemos colorir as arestas de um cubo, usando m
cores?

3. Quantas sequéncias de letras podemos formar com 2 M, 4 A, 5T e 6 O,
se cada sequéncia e a sua inversa (lida da direita para a esquerda) s@o
consideradas a mesma?

E de quantas maneiras podemos colocar as mesmas letras nos vértices de
um poligono regular com 17 lados, se arranjos obtidos um do outro por
uma simetria do poligono sao considerados iguais?

4. a) De quantas maneiras podemos pintar, com m cores, um tabuleiro de
xadrez?
b) E se o tabuleiro for transparente?
c¢) Considerar os mesmos problemas para um tabuleiro 7 x 7.

5. Dividimos um cartao quadrado em 16 quadrados iguais e perfuramos 3
desses quadrados no seu centro, como no exemplo da figura:

Tendo em conta que o cartao é igual dos dois lados, quantos cartoes
diferentes podemos criar?
E se perfurarmos 4 (ou 5 ou 6...) quadrados?

6. De quantas maneiras podemos colorir (com uma cor...) quadrados de
um tabuleiro n X n com a condicao de em cada linha e cada coluna do
tabuleiro ficar exactamente 1 quadrado colorido?

Se considerarmos que duas dessas coloragoes sao equivalentes se podemos
transformar uma na outra por uma simetria do tabuleiro (rotagao ou
reflexdo), quantas classes de equivaléncia existem?

Nota: A segunda pergunta deve ser respondida paran =5 e n = 6.
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7. Quantos cubos diferentes com arestas de comprimento 2 se podem con-
struir usando cubos de arestas de comprimento 1 de 5 cores diferentes?
E se forem cubos com arestas de comprimento 37

8. De quantas maneiras podemos distribuir 100 bolas iguais por 3 caixas
quadradas iguais e 3 caixas redondas iguais, se cada caixa pode levar
qualquer nimero de bolas? E se as caixas redondas tiverem capacidade
para 20 bolas cada?

9. a) Mostrar, usando o Principio de Inclusdo-Exclusao, que o nimero
de maneiras de colorir os vértices numerados de um poligono de n
vértices com m cores, com a condigao de vértices adjacentes (ou seja,
ligados por uma aresta) terem cores diferentes, é igual a

(m—=1)"+ (=1)"(m = 1)

b) De quantas maneiras podemos colorir os vértices de um poligono reg-
ular de n vértices com m cores, com a condicao de vértices adjacentes
terem cores diferentes?

Nota: A condicao na primeira alinea dos vértices estarem numerados,
corresponde a termos um poligono numa posicao fixa. Na segunda alinea,
temos ja que ter em conta o efeito das simetrias do poligono.
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