1 Introducao a Combinatéria Enumerativa: O Principio de In-
clusao-Exclusao

Dados conjuntos finitos X, Y tem-se

IXUuY|=|X|+|Y|—-|XNY]|

Do mesmo modo
IXUYUZ|=|X|+|Y|+|Z]-|XNY|—-|XNnZ|-|YNZ+|XNYNZ

uma vez que os elementos que pertencem a X NY N Z sao somados primeiro
trés vezes e depois subtraidos de novo tres vezes, pelo que é preciso voltar a
soma-los.

Exemplo 1.1 A deducao, feita atrds, da formula para o nimero de funcoes
f : [k] = [n] sobrejectivas, com n = 3, pode ser reinterpretada a luz destas
observagoes: se, para cada i € (3], designarmos por X; o conjunto das fungoes
f : [k] = [3] que nao tomam o valor i, ou seja,

X, = {f : [K] = [3] : Vi € [k] () # i},

o conjunto das funcgoes f : [k] — [3] sobrejectivas tem 3F—|U2_, X;| elementos;
mas | X;| = 2%, uma vez que X; € o conjunto de todas as funcdoes de [k] num
conjunto de 2 elementos, que € [3] \ {i}; além disso, para quaisquer i,j € [3]
distintos | X; N X;| =1 e, neste caso, Xo N X1 N Xy = 0.

Portanto, pela observacao anterior,

{f : [k] — [3] sobrejectivas }| = 3F — (3 x 2" =3 x 1+0).

Para generalizar esta abordagem a este e outros problemas temos que re-
sponder a pergunta: dados conjuntos X, --- , X, como calcular | U, X;|?
A resposta é dada pelo



Teorema 1.2 (Principio de Inclusao-Exclusao) Dados conjuntos X1, Xo, - - -

designando por S; a soma do nimero de elementos das interseccoes de j con-
Juntos, ou seja
Sj: E |Xi1ﬂ"°ﬂXij|
1< <ty

tem-se
n

Demonstracao 1.3 : A demonstracdao faz-se mostrando que o lado direito
da igualdade conta cada elemento de U} | X; exactamente uma vez.

Suponhamos que x € U | X; pertence a exactamente k dos conjuntos. Entao
r € X; N---NX; see soseos conjuntos presentes na intersec¢ao per-
tencerem a familia daqueles k conjuntos. Podemos escolher j desses k de

k
( ) maneiras, logo o lado direito da igualdade conta o elemento x

S () -fror () --$o)

j=1 j=1 J j=1 J

vezes. Por outro lado, sabemos que

(1+2)= zk; (f)aﬂ 1+zk; <j>x]

Fazendo x = —1 obtemos

0=1 +Zk;(1)j (];)

donde se conclui o resultado.



Nota 1.4 : A ideia de calcular quantas vezes um elemento “¢ contado” numa
expressao envolvendo numeros de elementos de conjuntos, pode ser formal-
1zada do sequinte modo: dado um conjunto X, um subconjunto ¥ C X
identifica-se, como vimos jd, com uma funcao

1l sexeY

fy:X—){O,l} fy(x):
0 sex ¢y

Essas funcoes podem ser somadas e multiplicadas, tendo-se alids, como se
verifica facilmente,

Ixay = fx X fy, fxoy = fx + fvr — fxnay

A formula do Principio de Inclusao-FExclusao pode entao ser interpretada
como uma iqualdade entre funcoes

n

fUXi - Z(_l)kil Z in1 XKoo X ink

k=1 11 <-<ig

Exemplo 1.5 : Calcular o nimero de fungoes sobrejectivas f : [k] — [n]. Se
destgnarmos por X;, com 1 < i < n, o conjunto de funcoes cuja imagem nao
contém o elemento 1, o nimero que queremos €
k
n' — UL Xj

Ora, para cada i, | X;| = (n — 1)*, e mais geralmente, dada uma escolha de j
elementos de [n]

‘Xil ARRE mXij‘ = (n_])k
uma vez que as fungoes presentes em X; N---NX;, podem tomar quaisquer dos
n — j wvalores nao proibidos e so esses. Como podemos escolher j elementos

n
de ( ) maneiras temos, pelo Principio de Inclusao-Ezxclusao que

J
s X1 = 20 (o

j=1



e portanto o numero de funcoes sobrejectivas pedido €

N e Sl () [ S

J=0

Recorde-se que este nimero é também igual a n!S(k,n) e portanto obtemos
a formula anunciada atras para os nimeros de Stirling de segunda espécie:

n,z ()n—J)

Exemplo 1.6 : Calcular o nimero de desarranjos de [n], ou seja o niumero
de permutagoes o : [n] — [n] tais que o(i) # i para todo o i.

Ezistem n! permutacoes. Designando por X; o conjunto das permutacoes
o tais que o(i) =1, calculamos, tal como no exemplo anterior,

Dados j elementos i1, --- ,i; em [n], as permutagoes em X; M- - - NX;, fizam
aqueles 7 elementos e reordenam os restantes; temos portanto

X, N---NX | = (n—j)!
Logo, pelo Principio de Inclusao-FExclusao

s X = 20 (M) -

j=1
e o numero de desarranjos €

n

n!—;(—l)j <j>(n—j'—n'+z (>n—])
-y (G)em=n,




Exemplo 1.7 A formula da funcao ¢ de Euler pode ser obtida por aplicacdo
deste principio: sen = pﬁl -+ plr, seja, para cada 1 <1 <r,

Xi={z:1<z<nep;|z};

portanto ¢(n) = n — | Uy Xi[. Mas |X;| = 7t e, mais geralmente, para
qUasquer iy, -+ i,
n
X, N NXg | = ——.
Piy - i,

Pelo Principio de Inclusao -FExclusao

¢(n):n—zﬁ+ Z n _..._1_(_1)7”L

1§i§rpi 1§i<j§rpipj 2 2

Mas € fdacil ver que esta expressao € igual a

AL(-5)

Os dois primeiros exemplos sao muito simétricos: o numero de elementos
numa interseccao de j conjuntos s6 depende de j e nao dos conjuntos em
particular. Isso nao é verdade em geral.

Exemplo 1.8 : Quantas palavras de 8 letras se podem escrever, usando ape-
nas vogais, que nao contenham a sequéncia UAU ?

Existem 5° palavras de 8 letras no alfabeto {A, E,I,0,U}; contamos aque-
las em que aparece a sequéncia UAU, usando o Principio de Inclusao e Ezx-
clusdo: seja X; (1 <i<6) o conjunto das palavras em que UAU aparece a
comecar na posicao 1.

Temos | X;| = 5° para todo o i; mas a sequéncia pode ocorrer duas vezes, sem
sobreposicao (e deizando portanto duas posi¢oes livres)

IXiNXy| = | X1 NX5| = | XN Xg| = [XoNX5] = [ XoN Xg| = [ X530 Xg| = 52
ou com sobreposicio (deizando trés posigoes livres)

X1 N X3 = [XoN Xy = | X350 X5 = | XyN Xg| = 5°

5



Para trés ocorréncias temos também dois casos:
IXiNnXsNXgl=|X1iNnXyNnXgl =1

enquanto que
IXiNXsN X5 =|XoNnXyNXg| =5

Nao pode haver mais do que trés ocorréncias da sequéncia UAU. Assim a
resposta final é

55— 6 x5+ (6x52+4x5)—(2x1+2x05)

1.1 Generalizagoes

A féormula do Principio de Inclusao e Exclusao pode ser generalizada:

Proposicao 1.9 : Dados conjuntos X1, Xo, -+ ,X,, designando por S} a
soma do numero de elementos das interseccoes de k conjuntos, ou seja

Se= 3 [Xan-n X,

1< <l

tem-se que o numero de elementos contido em exactamente | dos conjuntos

¢ dado por
- k
Z(—l)k_l<l>5k

k=l
e o numero de elementos contido em pelo menos [ dos conjuntos € dado

por
_ k—1
\k—l
;( 1) <l_1>5k

A demonstracao destas generalizacoes é deixada como exercicio.

Exercicios VII.1



10.

11.

. Quantas palavras de 10 letras nao contém todas as vogais?

. Quantas solugoes existem de

$1+$2+ZE3:100, 0§$Z§40

. De quantas maneiras podemos ordenar o conjunto {0,1,2,---,9} de

modo a obter pelo menos uma das sequéncias

1,2,3 3,45 4,567

. De quantas maneiras podemos ordenar o conjunto {0,1,2,---,9} de

modo a que nenhum n seja seguido por n + 17

. De quantas maneiras podemos distribuir n bolas, todas iguais, a k pes-

soas, na condicao de cada pessoa receber 3, 4 ou 5 bolas?

. De quantas maneiras podemos alinhar 3 bolas brancas, 4 bolas azuis e

5 bolas verdes na condicao de as bolas de cada cor nao ficarem todas
juntas?

. De quantas maneiras podemos escolher 7 cartas num baralho de modo a

ficarmos com cartas de todos os naipes?

. Quantos subconjuntos de 10 letras do alfabeto nao contém duas letras

consecutivas?

2 3

. Quantos inteiros 1 < n < 10° nao sao de nenhuma das formas m?, m3,

m?, sabendo que 15° < 10% < 16°?
Quantas solucoes existem de
$1+[C2+[E3+$4:30

com a condicao
x; € 4, —10<z; <207

Quantos alinhamentos de seis A, oito B e cinco C é que contém a
sequéncia ABBA? .



12. Determinar uma férmula para o nimero de maneiras de alinhar 40 bolas
brancas e 40 bolas pretas, de modo a que nao haja mais do 3 bolas
brancas seguidas.

13. De quantas maneiras podemos sentar n casais numa mesa redonda de
modo a que nenhum casal fique lado a lado? E se adicionalmente os
homens e as mulheres ficarem intercalados?

1.1.1 Formulagao abstracta do Principio de Inclusao - Exclusao

Uma outra forma de considerar o Principio de Inclusao - Exclusao, e que é muitas vezes a
que ocorre num problema de contagem, passa por definir subconjuntos de um conjunto dado
em termos de propriedades: se P for um conjunto de propriedades que os elementos de um
conjunto X possuem ou nao, podemos definir, para cada T' C P,

f(T) = [{z € X : z satisfaz todas as propriedades t € T},

g9(T) = |{x € X : x satisfaz exactamente as propriedades t € T'}|.

Nota 1.10 Uma maneira de exprimir estas condigoes € associar a cada propriedade t € P
a fungao n, : X — [2] tal que

1  se x satisfaz a propriedade t
77t(55) :{ f prop

0 caso contrdrio

Entao os valores f(T) e g(T) definidos acima podem ser dados por
Fy =S [, £ =S [Ln [0 - o).
weX teT c€X teT tgT

Se designarmos por X; o subconjunto de X dos elementos que satisfazem a propriedade
t, temos que o nimero de elementos que satisfazem alguma das propriedades é dado por,
usando o Principio de Inclusao - Exclusao,

| Uiep Xt| = Z (_1)‘T‘_1| Meer Xt| = Z (_1)|T|_1|f(T>
TCPTH#) TCPT#)
e o numero de elementos que nao satisfazem nenhuma das propriedades é

g(0) = > (=1)Tf(T).

TCP



Note-se que por outro lado se tem para qualquer T C P

TCS

Esta interpretacao do Principio de Inclusao - Exclusao leva a seguinte formulagao ab-
stracta do mesmo: dado um conjunto finito P, designamos por 27 o conjunto das partes de
P, ou seja,

={S C P}.

Teorema 1.11 Dadas duas funcoes f e g com dominio 2 e valores inteiros, tem-se a
equivaléncia

VI C P f(T)=> g(8)« VT CPg(T)=> (-1)1"f(s)
SOT SOT

Nota 1.12 A hipdtese de as fungoes tomarem valores inteiros € irrelevante. O teorema €
valido para fungoes com contradominio Q ou R ou C ou outros ainda.

Demonstracao 1.13 A implicacdo = deduz-se de

SO DT E(S) = ST DTS gy = 3 ( ) <—1>S'T'> g(U);

SOT SOT UDS UDT UDSDOT
mas, se U\ T tem m elementos, podemos escolher um conjunto S satisfazendo T C S C U

e com |T| + 1 elementos (onde 0 <1 <m) de (7) maneiras e portanto

> o= (e = {1 wn

UDSDT 1=0
donde se conclui que

> ( > (—1)5"'T'> g(U) = g(T)

UD>T \UDSDOT

COMO QqUETIAMOoS Provar.
A implicacao < deduz-se de forma idéntica, notando que a igualdade do lado direito do
enunciado implica que

S o) - 30w - X (3 ) o

SOT SOT VDS VoT \TcScV

e calculando a soma interior como anteriormente.



Nota 1.14 Podemos também enunciar uma versao simétrica daquela:

Teorema 1.15 Dadas duas funcoes f e g com dominio 2F e valores inteiros, tem-se a
equivaléncia

VT C P [(T) =Y (8) & VT C P g(T) = 3 (~1)S 7 f(s)

ScT ScT

A demonstragao (que se deiza como exercicio) faz-se aplicando a versao original ao par
de fungoes definidas por

w(T)= f(P\T), 2(T) =g(P\T) VT C P.
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