1 Equagoes modulares nao lineares

Consideramos agora equacoes modulares gerais de grau superior a 1, ou seja,
equacoes da forma
f(x) =0 mod m,

onde .
flx) = Z a; @’
i=0

é um polinémio com coeficientes inteiros.

Convém no entanto precisar a nocao de grau neste contexto: o polinémio
523 + 222 + 1, por exemplo, tem grau 3, se o consideramos como polindmio
com coeficientes inteiros, mas tem grau 2 se o considerarmos como polinémio
com coeficientes em Z 5.

Definimos portanto grau de um polinémio f(x) como o maior expoente k tal
que a; nao é congruente com 0 médulo m. Se a for uma classe de congruéncia
modulo p, diferente de 0, o grau do polinémio “constante” f(x) = a é zero,
enquanto que o grau do polinémio nulo é definido por convencao como sendo
—o00, embora este s’'imbolo nao tenha aqui outro significado do que satisfazer,
por convencao, as propriedades

—0<0e —oco+m=—0c0Vm € N.

E claro que se os coeficientes de um polinémio f sao todos divisiveis por m, e
portanto f se identifica, enquanto polinémio com coeficientes moédulo p, com
o polinémio nulo, a equacao modular

f(x)=0 mod m
tem todas as classes de congruéncia como solucao.
Nota 1.1 E importante compreender bem os diferentes significados da con-

gruéncia entre dois polinomios.
Quando consideramos polindmios numa varidvel real (ou racional, ou inteira)



dizemos, por exemplo, que f(x) = g(x) se, quando representados sob a forma
de uma soma de mondmios, os coeficientes de f e de g de cada x* sdo iguais.
Essa condigcao é equivalente, por sua vez, a que f e g sao iguais como fungoes,
ou seja, tomam o mesmo valor para cada escolha de um valor para a varidvel
x.

Quando consideramos polinémios definidos em Z,, € com coeficientes nesse
conjunto, estas duas nocoes jd nao sao equivalentes: se f e g tém os mesmos
coeficientes (mais precisamente, se os coeficientes de f e de g de x* sdo con-
gruentes mod m para todo o k) eles representam a mesma func¢do, ou seja
tomam o mesmo valor para cada valor de x; mas, por exemplo, se p € primo,
o Teorema de Fermat diz-nos que os polinomios representados por xP e por
x representam a mesma funcao em Z/p, e, no entanto, nao tém os mesmos
coeficientes.

Resumaindo,

f(x) =g(x) modm

(congruéncia dos coeficientes) implica
f(z) =g(x) mod mVzx

mas a reciproca nao € verdadeira.

No que se seque, esta distincao nao levanta problemas, mas usaremos estas
duas formas e a expressao “congruentes como polinomios“ ou outra semel-
hante para frisar os casos em que dois polinomios sao idénticos no sentido
mais forte referido.

Nota 1.2 Pode parecer que estamos a introduzir uma restricao a teoria por
considerarmos apenas polinomios e nao outras funcoes. O que se passa € que
qualquer funcao

f : Z/m — Z/m

pode ser representada por um polinémio com coeficientes em Z,,. Esse facto
(cuja demonstragao é deizada como exercicio) ndo € assim tdo surpreendente
se nos lembrarmos que para qualquer conjunto finito {(a;,b;) € Z X Z : 0 <



i <m}, existe um polindmio f(x) com coeficientes inteiros e grau menor ou
igual a m tal que f(a;) = b; para todo o 1.

O Teorema Chinés dos Restos implica que para resolver equacoes do tipo
f(x)=0 modm
é suficiente resolvé-las no caso

f(x)=0 mod p/
com p primo.

Vamo-nos concentrar no caso mais simples de equagoes da forma
f(x)=0 modp

com p primo.
O problema de determinar em que condicoes e como obter solugoes de

f(x)=0 mod p/

para os diversos expoentes j, sera tratado separadamente.

1.1 Aritmética dos polinémios com coeficientes em Z,

O estudo da resolugao de equagoes médulo p (com p primo) é substancial-
mente simplificado se comecarmos por analisar as propriedades aritméticas do
conjunto dos polinémios com coeficientes em Z,, que designamos por Z,|x].
Note-se que consideramos os polindmios como expressoes algébricas da forma

m

flz) = Z@ixi,

1=0



sem atribuir necessariamente valores a x, ou seja, de acordo com a observacao
feita atras, nao estamos a identificar um polinémio com a funcao correspon-
dente

m
[ 12y — Ly, f(u) EZaiui mod p.
i=0
Estao definidas neste conjunto as operacoes de soma e produto: se
m n
i=0 i=0
com, por exemplo, m > n, entao
m
f(z) +g(x) = Z(ai + b;)a’
i=0
e .
m-+n ?
flx)g(x) = Z Zakbz’—k !
i=0 \ k=0

convencionando que nestas expressoes ar = 0 para &k > m e b,_; = 0 se
1 — k> n.

Estas operacoes satisfazem as mesmas condicoes verificadas pelas mesmas
operacoes entre inteiros: ambas sao comutativas e associativas; o produto é
distributivo sobre a soma; existe um elemento neutro para a soma ( polinémio
0) e todo o polindmio f(x) tem inverso para a soma, que é —f(x); existe
um elemento neutro para o produto (o polindmio 1); vale a lei do corte: se
g(x)h(x) =0 e g(x) ndo é o polindémio nulo, entao h(z) = 0. Note-se que esta
ultima propriedade decorre de o grau do produto de dois polinémios ser igual
a soma dos graus dos factores, como se verifica directamente pela definicao
de produto (e usando as convengoes sobre —oo referidas no inicio).

Em particular, temos uma versao do Lema da Divisao:

Lema 1.3 Dados polinomios f(x) = .",a;x’ com graum e g(x) = Y _._ bix
com grau n > 0, existem um polinomio q(x) e um polindmio r(x) com grau
menor que n, unicamente determinados, tais que

f(z) = g(z)g(z) +r(x) mod p.



Sublinhamos mais uma vez que a congruéncia no enunciado deve ser en-
tendida como congruéncia dos coeficientes de cada x'.

Demonstracao 1.4 A demonstracao consiste essencialmente na verificacao
da validade do algoritmo de divisao, que pode ser descrito informalmente do
sequinte modo:
1. se m < n, definimos q(x) =1 er(z) = f(x);
2. caso contrdrio, inicializamos varidveis q(x), r(z), u e ¢ como
q(x) = 0; r(x) = f(x); u=m; c = an

e, enquanto u > n, repetimos a rotina

u—n

9(x);
(b) substituir q(x) por q(z) + cb 1z,
c) substituir u pelo grau de r(x) e ¢ pelo coeficiente do termo de maior
g
grau de r(x):

(a) substituir r(z) por r(z) — cb,tx

3. 0s q(x) e r(x) finais sdo os polinomios pretendidos.

Note-se que b, ! designa a solugdo (inica mdédulo p) de byx =1 mod p. O
algoritmo estd bem definido uma vez que a sucessao de valores da varidvel u
¢ estritamente decrescente.

Resta verificar a unicidade dos polinomios quociente e resto: o conjunto de
polinémios {f(x) — s(x)g(x) : s(x) € Zy[x]} contém polindmios com grau
minimo, e o algoritmo mostra que esse grau minimo € menor que n; se esse
grau minimo for —oo, ou seja, se existe q(x) tal que f(z) = q(x)g(z), temos
r(z) = 0 que € o unico polinémio com o seu grau, e, pela lei do corte, q(x)
¢ també unico. Caso contrdrio, se existissem 11(x) e r9, ambos com grau
minimo r, e q1(x) e q(x) tais que

f(x) = q(@)g(x) +11(2) = ga(2)g(x) + 72(2)

entao
(¢1(z) = g2(2))g(x) = ro(z) — ri(2);
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se os polindmios r;(x) fossem distintos, e portanto os q;(x) também, o polindmio
do lado esquerdo tem grau mator ou igual an, mas o polinomio do lado direito
tem grau menor ou igual a r < n, uma contradi¢ao.

Exemplo 1.5 Se, por exemplo, p = 13, f(z) = 2" +32° + 22t + 2 + 7T e
g(x) = 22% + x + 3, temos sucessivamente

o430 422t + T =T2° (20  + o+ 3) +62° + 82 + 22t + 4+ 7
= (72" + 32")(22° + x + 3) + 52° + 62" + 2+ 7

= (72° + 32" + 92°)(22* + v +3) + 102 + 122° + v + 7

= (72° 4+ 32 + 923 + 522) (222 + o +3) + TP + 112a® + o + 7

= (72" + 32" + 92° + 52* + 102) (22> + v +3) + 22 + 100 + 7

= (T2 + 32" + 92° + 52> + 102 + 7)(22% + = + 3) + 3z + 12

A validade do Lema da Divisao em Z,[z] permite agora copiar para este
conjunto a construcao da teoria da aritmética dos inteiros, com algumas
pequenas adaptacoes: o algoritmo de Euclides pode ser definido, para dois
polinémios néo nulos f(x) e g(x), exactamente da mesma forma, e tem como
resultado um polinémio d(z) que divide ambos, e polindémios u(z) e v(z) tais
que

d(x) = u(x) f(z) + v(z)g(x),
ou seja, d(x) é um maximo divisor comum de f(z) e g(x), uma vez que é um
multiplo de qualquer divisor comum destes dois polinémios.
A verificacao da validade do algoritmo é idéntica, e baseia-se mais uma vez
no facto de que nas sucessivas divisoes

ri-1(z) = g (x)ri(x) + 1j41(2)

a sucessa dos graus dos r;(z) é estritamente decrescente, pelo que se obtém,
para algum m, r,,(z) = 0. Além disso, podemos tal como no caso dos inteiros,
verificar que existem polindmios u;(x) e v;(z) que satisfazem

uj(x) f(z) +v(x)g(z) =rj(x)
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e que, se definirmos, tal como se fez para Z, r_i(x) = f(x) e ro(z) = g(x),
satisfazem as recorréncias

u_1(z) =1, v_1(x) =0, eup(x) =0, vo(x) =1

uj1(z) = uj1(v) — g (@)ui(z),  via(w) = vj-1(z) — gea(w)vy(2).

Exemplo 1.6 Considere-se mais uma vez p =13 e

flz) =72+ 52 + 2 + 2, g(x) =42 + 52° + 32> + 6.

T q; U Vi

T + 5t +x + 2 1 0
4% + 523 4+ 322 + 6 0 1
6x* + 1122 + 10z + 2 5x 1 8x
Ax3 + 522 +8x +7 | bx + 6 Sx+ 7 1222 + 42 + 1
S8x2 + 122 4+4 |8z +9 22 422+ 3 83 + 3224+ 3x+4
r+1|7r+8 623 + 422 + 102 + 9 924 + 62 + 622 + 42 + 8

0|8x+4|4x*+ 923+ 922+ Tw +6 | 62° + 72 + 23 + 1222 + 2 + 11

Portanto, d(x) = v+ 1 € um mdrimo divisor de f(x) e g(x), em Z3[x], e

z+1= (62 + 427 4 10z + 9) f(z) + (92* + 62° + 627 + 42 + 8)g(x).

No caso dos inteiros, definimos 0 maximo divisor comum de a e b como o
inteiro positivo d que satisfaz aquela propriedade, e o algoritmo de Euclides
tem como resultado exactamente este d. No caso presente, nao temos essa
nocao de positividade; o que se passa é que, enquanto em Z sé existem
dois elementos invertiveis, 1 e —1, em Z,[z] os elementos invertiveis sao
os polinémios de grau 0, ou seja, as ’constantes“ nao nulas; por isso, se
d(z) = mdc(f(x),g(x)), para qualquer a € Zy, \ {0}, o polindmio ad(x)
também é um maximo divisor comum de f(z) e g(z); se quisermos ter um
maximo divisor comum unicamente definido, podemos escolher o polinémio
monico, ou seja com coeficiente de maior grau igual a 1, mas isso nao é
necessario, nao acrescenta nada de util a teoria, e esse polinémio na é, em
geral, o que resulta do algoritmo de Euclides.
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Da existéncia e propriedades do maximo divisor comum deduzem-se, sem-

pre como no caso de Z, a existéncia e propriedades dos elementos primos
de Zjy|x], que sao os polindmios irredutiveis, ou seja, que nao podem ser
factorizados em factores de grau positivo. Estes incluem naturalmente os
polinémios da forma x — a, com a € Zj,, mas também muitos outros; por
exemplo, f(z) = 2>+ 2+ 1 ou g(z) = 2° + 27 + 3 sdo primos em Zi3[z|, mas
2 + 2t + 323 4+ 522 + 52 + 3 = f(x)g(x) nao o é, embora nio tenha raizes
modulo 13.
E claro que se f (x) for irredutivel, também af(x) o é, para qualquer a € Z;(p.
Podemos convencionar tomar como elementos primos em Z ,[x] os polinémios
irredutiveis ménicos. Com essa convencao, podemos enunciar o Teorema Fun-
damental da Aritmética para Z,[z]: todo o polinémio f(z) € Z,[z] tem uma
factorizacao

— k k
f(x) = apy(z) - py' (@),
com a € Zj,, pi(x) primo e k; > 0, para todo o 1 <7 < t, e essa factorizagao
¢ Unica a menos da ordem dos factores.

Nota 1.7 Toda esta linha de raciocinio foi possivel porque tomdamos p primo.
De facto, sem essa hipotese, a divisao de polindmios nem sempre pode ser
feita: considere-se por exemplo

flz)=2"—1 eg(x) =22 -1

como polinémios com coeficientes em Zjz. E a teoria desenvolvida acima
deixa de valer: por exemplo, um polinomio pode ter mais do que uma factor-
izagdo em factores irredutiveis: € o que acontece, mais uma vez em Zs[z],
com

?—1=@—-1)(+1)=(x—3)(xz+3).

Claro que a propriedade que diferencia Zy, com p primo dos outros Z;, € o
Jacto de todos os elementos nao nulos terem inverso, ou seja, o facto de Z,
Ser um corpo.

Por outro lado, tudo o que foi dito se aplicaria ao caso de polinomios com



coeficientes num qualquer corpo, por exemplo Q, etc. FEstas ideias serao
desenvolvidas e esclarecidas noutros cursos.

Exercicios V.1

1. Seja p primo e g : Z,, — Z,, uma funcao qualquer.
Verificar que o polinémio definido por

F(z)=) g(k) (1~ (z— k)
satisfaz a condicao
F(x)=g(x) mod p Vx

2. Calcular o produto f(z)g(z) com f(z) = 32° + 2® + 4o+ 1 e g(x) =
222 + 3x + 2 polinémios com coeficientes em Z /5

3. Resolver o problema anterior considerando os polinémios como tendo
coeficientes em Z 7.

4. Aplicar o algoritmo da divisao aos polinémios com coeficientes em Zs
flx)=a%—2eg(z) =223+ 2 +4.

5. Dados f(x), g(x) € Zs[x],
flz) =22° + 2% + 42 + 22 + 1, g(x) =2 + 3z + 1,

calcular, pelo algoritmo de Euclides estendido para polindémios, um maximo
divisor comum d(zx) e polindmios u(x) e v(z) satisfazendo

d(x) = u(x) f(x) + v(z)g(x).
1.2 Equagoes com mddulo primo

Regressamos agora ao problema da resolucao de equagoes modulares com
modulo primo.



Proposigao 1.8 Se f(x) € Zj, tem graun > p, entdo ou existe um polindmio
g(z) com grau n — p tal que se tem a congruéncia de polindmios

flx) = (2" —x)g(x) modp
e todas as classes de congruéncia sao solucao da equacao
f(z)=0 mod p,
ou existe um polinémio r(x) de grau < p tal que a equa¢ao

r(x) =0 mod p

tem exactamente as mesmas solucoes que a anterior.

Demonstracao 1.9 Fazemos a divisao de polinomios

flx) = (@ —x) g(x) + r(z)
onde r serd um polinomio de grau estritamente menor que p; Se 0S Seus
coeficientes forem todos divisiveis por p temos a congruéncia

flx) = (2" —x)g(x) modp

e como, pelo Teorema de Fermat, todas as classes de congruéncia sao zeros do
sequndo membro, tém também que o ser do primeiro. Caso contrdrio temos

a congruéncia
f(@) = (2 — ) g(x) + r(z) mod p

e se f(a) =0, como a? —a = 0 também, temos necessariamente r(a) = 0.

Reciprocamente, se r(a) = 0, temos pelo mesmo raciocinio que f(a) = 0.

Na pratica, se estamos apenas interessados na resolucao da equacao, nao

precisamos de efectuar a divisao de polinémios, e basta reduzir os expoentes
superiores a p — 1 por intermédio do Teorema de Fermat.
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Exemplo 1.10 Com p = 17,

P+ 32 + 23 +2=2"+42+2 mod 17 Vx

Podemos chegar a essa conclusao aplicando repetidamente o Teorema de
Fermat ou fazendo a divisao de polinomios para concluir que

2B 432 2= (2" —2) (2 +32*) + 2" + 423 +2  mod 17.

Nota 1.11 No exemplo anterior, temos mesmo uma iqualdade de polinomios
de coeficientes inteiros. O lema da divisao aplica-se a divisao entre polinomios
de coeficientes inteiros, desde que o divisor seja monico. Portanto podemos
realizar a divisao como se se tratasse de polinomios com coeficientes inteiros
e so reduzir os coeficientes modulo p no fim, ou, em alternativa, como fizemos
na sec¢ao anterior, podemos considerar sempre que os coeficientes sao classes
de congruéncia.

Podemos portanto considerar apenas equacoes

f(x)=0 mod p

de grau menor que p e podemos até assumir que o coeficiente do termo de
maior grau é 1 (caso contrario, dividimos a congruéncia por esse coeficiente,
ou seja, multiplicamos pelo seu inverso mod p).

Lema 1.12 Seja
flz)=a2"4+ap 12" '+ a1z + ag

um polinomio com coeficientes inteiros.
Se f(¢) =0 mod p, entdo existe um polinomio g(x) de coeficientes inteiros,
monico e de grau n — 1, tal que

f(z) = (x = c)g(x) mod p
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Demonstracao 1.13 Temos

flx) = fz) = fle) =
=2" " +a, (2" ") +-ay(r—c) modp
Ora, para qualquer k > 0,

a:k—ck: (ZE—C)(ZL‘k_l—l—x’k_2c—f—-~-—|—afck_2—|—ck_1) —

k-1
= (z —¢) Z g1t
i=0

o que nos da a factorizacao desejada, restando verificar que o polindmio
g(x) assim obtido é de facto mdnico e tem grau n — 1.

A teoria desenvolvida na sec¢ao anterior implica que se f(z) é um polinémio
de grau n, a equacao
f(x)=0 mod p

nao pode ter mais do que n solucoes distintas: de facto essas solucoes cor-
respondem a factores da forma (x — ¢) na factorizacao de f(x) em factores
primos. Podemos mesmo deduzir

Proposicao 1.14 Um polinémio f(x) de grau n pode ser factorizado na

forma

fx)=(z—c)"(@—c)™ - (x —¢)*h(x) mod p
com h(x) um polinémio monico de grau n — ky — ko — --- — kt, sem raizes
modulo p.

Em particular, o nimero de raizes, contando as multiplicidades, é sempre
menor ou igual que n.

Proposicao 1.15 Seja f(x) de grau n < p. Se na divisio de x — x por f
2= f(2)g(z) + ()
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r(x) =0, a equagao
f(x)=0 modp

tem exactamente n solucoes. Caso contrdrio, todas as solugoes desta equacao
sao também solucoes de
r(x) =0 mod p

Demonstracao 1.16 No primeiro caso temos a congruéncia
2’ —x = f(x)g(x) mod p

onde f tem graun e g tem grau p — n; pela proposicao anterior f nao pode
ter mais que n zeros e g nao pode ter mais que n — p zeros modulo p. Mas
pelo Teorema de Fermat o seu produto tem exactamente p zeros; 1sso so pode
acontecer se cada um dos factores tiver n e p — n zeros respectivamente.

No sequndo caso temos a congruéncia

2’ —x = f(x)g(x) +r(r) modp
e se f(a) =0 temos
r(a) = f(a)gla) +r(a) =a’* —a=0 mod p
A aplicacao repetida desta proposicao pode ajudar a restringir o possivel
nimero de solucoes de uma congruéncia moédulo p.

Exemplo 1.17 Para determinar o nimero de solucoes de x7 + 423 +2 =0
mod 11, podemos comecar por calcular

o't —x = (27 + 42® + 2) (2" — 4) + (—22" + 162° — 2 + 8)
e concluimos que todas as solucoes daquela equacao sao também solucoes de
221 +162° —24+8=0 modll <2 +32°—524+7=0 mod 11

E se quisermos simplificar ainda mais podemos dividir de novo verificando
que
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o'~z = (2 4+32° 52+ 7) (2" +82°+92°+-30+2) +52° +427+1024+8  mod 11 Va
e que portanto € suficiente encontrar as solucoes de
52° + 42 + 102 +8=0 mod 11

e assim por diante.

Um procedimento mais eficiente seria o de aplicar o algoritmo de Euclides
para Z 1 [z] aos polinémios zM' — z e f(z) = 27 + 42* 4 2; 0 méximo divisor
comum é o produto a(x — ¢1)(z — )+ (x — ¢;) onde ¢y, -+ , ¢ 880 as
raizes distintas de f(z) mddulo p, se existirem, ou uma constante nao nula
caso contrario, caso em que f(z) e 2 — 2 s@o primos entre si.

Um exemplo particularmente importante de aplicacao daquele resultado:

Corolario 1.18 Dado p primo, se d | (p — 1) entao a equagao
=1 modp

tem exactamente d solucoes.

Demonstracao 1.19 De facto, se p — 1 = de temos a factorizacao

-1 = (=DM 4l 1)

Exercicios V.2

1. Notando que 72 =5 mod 11, determinar, sem ser por tentativa e erro,
quais as solucoes de

2 +321+5=0 mod 11

2. Determinar (sem esforgo...) a tnica solugao da equagao

472120 4 72190 £ 54220 4 252 4+2=0 mod 101
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3. Verificando que
oM —z = (¥ 42202 +5246) (25— 20" — 20 +62° +32* +32° — 222 +424-6) +22°—3

determinar se existem e quais sao as solucoes de 22 + 222 + 5z +6 = 0
mod 11.

4. Mostrar que, se
1 1

a
1+ eeegp = ==
+2+ +p—1 X
onde p é um primo impar, entao p | a.

Sugestao : Notar que

Pl —1=(@x-1---(z—(p—-1)) modp

1.3 Ordem de um inteiro médulo p e raizes primitivas

Se a é primo com p sabemos que @' =1 mod p. No entanto pode haver
outros valores de k para os quais se verifique ¢* =1 mod p.

Designamos ordem de a médulo p o menor inteiro positivo ord,(a) que satisfaz
essa condi¢ao. Se nao houver duvidas em relagao a qual o médulo usaremos
a notagao abreviada ord(a).

Evidentemente ord,(1) = 1 e ordy(—1) = 2 para todo o primo p fmpar.
Outros exemplos:

ords(3) = 4, ordz(2) = 3, ord;1(4) =5

Exemplo 1.20 Seja por ezemplo p = 11. A tabela sequinte apresenta as
poténcias ¥ mod 11, com o valor de x nas linhas e o de k nas colunas
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112 34| 5]6] 7/8| 9|10

1y 1(1} 1)1 1|1} 11} 1 1
20 2|4 851109 73] 6] 1
31 319 514 1|3 95| 4] 1
41 4150 93| 114 59| 3| 1
o 53] 419 1|5 34| 9] 1
6| 6(3 7[9/10]5] 84| 2| 1
7 715 21311014 6]9] 8| 1
8| 89| 64103 2|5| 7] 1
91 914 3|5 1|9 43| 5] 1
1010|1101 }10/1(10|1|10| 1

Conclui-se que
ordi1(2) = ordi1(6) = ordi1(7) = ordi1(8) = 10
enquanto que

ordi1(3) = ordi1(4) = ordi1(5) = ordi1(9) = 5.

Proposicao 1.21 Fixando wm primo p,
1) Seord(a) =k ea” =1 mod p entdo k | h. Em particular ord(a) | p—1.
2) Seord(a) =k eab=1 mod p entdo ord(b) = k.
3) Se ord(a) = k entdo ord(a’) =% em que d = mdc(k, j).
4) Se ord(a) =k, ord(b) = h e mde(k,h) =1 entdo ord(ab) = kh.

Demonstracao 1.22 1) dividindo h por k temos h = gk +r com 0 <r < k;
entao

1=a"=a™" = (a")%" =da" mod p
porque a®* =1 mod p; mas pela definicio de ordem tem que ser r = 0.
3) por um lado

(aj)g = (ak)é =1 modp
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e portanto ord,(a’) | 5. Mas por outro se ord,(a’) =1,
1= (/) =d" mod p,

logo k| (jl) o que implica

uma vez que mde(%, 1) = 1.

4) em primeiro lugar, uma vez que
(ab)™ = a*"p*" =1 mod p
¢ evidente, por 1 que ord(ab) | kh. Mas, se ord(ab) = j entdo
" =" =1 mod p

e de novo por 1 temos que k | jh; como k e h sao primos entre si isso implica
que k | j. Do mesmo modo conclui-se que h | j e portanto, mais uma vez
porque k e h sdo primos entre si, (kh) | j.

A demonstracao de 2) € deizada como exercicio.

A definicao de ordem e as propriedades aritméticas enunciadas generalizam-
se a modulos compostos m, naturalmente para classes de congruéncia primas
com m.

Definicao 1.23 Uma classe de congruéncia modulo m com ordem ord,,(a) =
®(m) chama-se uma raiz primitiva de m.

O conhecimento de raizes primitivas de um modulo, ou até o mero con-
hecimento da sua existéncia, pode contribuir em muito, como veremos mais
adiante, para a compreensao e a resolucao de certas equacoes.

Vamos em seguida mostrar que um modulo p primo tem sempre raizes prim-
itivas.
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Seja ¢/ um factor de p—1 com ¢ primo; por um Corolario de uma Proposicao
anterior sabemos que existem ¢’ classes de congruéncia que sao solucao de

27 =1 mod p

ou seja, cuja ordem modulo p divide ¢/. Dada uma dessas solugoes a, teremos

y ’ J—1 ~ 7 .
ordy(a) = ¢’ se e s6 se a?  nao for congruente com 1. Mas o mesmo coroldrio
garante que existem ¢/~ ! solucoes de

27 =1 mod p
Conclui-se portanto que

Proposicao 1.24 Se ¢/ é um factor de p—1 com q primo, existem ¢/ — ¢’ !
classes com ordem ¢’ mddulo p.

Sep—1= q{lqé2 co- gl for a factorizagao em factores primos de p — 1, por

cada escolha de classes a; com ordem ¢}, as com ordem ¢2?, etc., a classe
a = a1ag - - -y

terd, pela propriedade 4 da proposi¢ao acima, ordem q{1q§2 g =p—1.

. 3 1
Uma vez que existem ¢' — ¢/'~ escolhas para cada a; e que

[ (e o) = 001

1=1

concluimos que

Teorema 1.25 Dado p primo, existem ¢(p — 1) raizes primitivas para o
modulo p.

Prova-se que m tem raizes primitivas se e s se

m € {1,2,4, p*, 2p"|p primo fmpar}
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Nota 1.26 Ezistem numerosos problemas em aberto relacionados com raizes primitivas. O
mais significativo € talvez a

Conjectura de Artin Generalizada: Todo o inteiro diferente de —1 e que nao seja
um quadrado perfeito € uma raiz primitiva para infinitos primos.

Embora se tenha provado que existem no mdrimo trés inteiros para os quais a conjectura
¢ falsa, continua por provar até a conjectura original de Artin (formulada hd mais de 80
anos)

Conjectura de Artin: Existem infinitos primos para os quais 2 é uma raiz primitiva.

O conhecimento de uma raiz primitiva de p permite muitas vezes simplificar
os calculos e os raciocinios acerca de equagoes modulares. Eis um exemplo:

1.4 Raizes médulo p

Voltemos a equacao
¥ =b mod p

agora com maédulo primo. Sabemos que se mde(k,p—1) = 1 a solucao é tnica
e pode ser determinada por aplicacao do algoritmo de Euclides e do calculo
de poténcias médulo p. Vamos deduzir uma generalizacao desse resultado.

Suponhamos que g é uma raiz primitiva de p e que ¢/ = b. Se z for uma

solucao da equacao e = ¢', aquela reduz-se a
=¢ modp
e esta congruéncia, como ¢ € raiz primitiva, equivale a
kt=j5 modp-—1

Recorde-se que se d = mdc(k,p — 1) esta equagao tem d solugdes se d | j e

nao tem solugoes caso contrario. Mas se d | j entao
p—1 -p—1

L oap-1
ba =g/ 7 = (gj/d)p =1 modp
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Reciprocamente se VT = g’ 7 =1 mod p entao

p—1
-1 r_-
p—1)1J =

o que implica que d | j.
Deduzimos portanto a

Proposicao 1.27 (Critério de Ewuler): Seja p primo, b primo com p,
k>1ed=mdc(k,p—1). Entio a equagdo
¥ =b modp

tem d solucoes se

e nao tem solucoes caso contrario.

A designacao de critério de Euler é normalmente usada apenas para o caso
k = 2. Usamo-la aqui para o caso geral para facilitar a identificacao do
resultado.
O critério generaliza-se também ao caso de um modulo m para o qual exista
uma raiz primitiva, com as condig¢ées b primo com m e d = mdc(k, p(m)).

Exemplo 1.28 Mostrar que a equacao
2°=6 mod 101
tem 5 solucgoes.
Uma vez que mdc(5,100) = 5 basta mostrar que 6°° =1 mod 101.

Note-se que o critério de Fuler nao permite calcular as solucoes. Mas se
soubermos que 2 é uma raiz primitiva de 101 e que 2° = 6 mod 101, a
deducdo feita diz-nos que as solucoes sao as classes 2' com i solucdo de

5 =70 mod 100 <7 =14 mod 20

ou seja sio as classes 214720 com [ € {0,1,2,3,4}.
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Exercicios V.3

1.

Se ¢ é raiz primitiva de p, para que valores de k é que ¢* também é raiz
primitiva?

. Mostrar que se a = b entao a nao pode ser raiz primitiva de um primo

p impar.
Sugestao: se a é raiz primitiva, entao existe s < p — 1 tal que a®* = b
mod p.

. Sabendo que 5 é uma raiz primitiva de 47 e que 5 = 17 mod 47,

determinar as solugoes da equacao “exponencial”

25Y =17 mod 47

. Se p ¢ um primo impar, para quantos a € Z, ¢ que

?=a modp

tem solucao?
Sugestao: Seja ¢ uma raiz primitiva de p e ¢* = a. Estudar a existéncia
de solucao em funcao da paridade de k.

. Mostrar que se p é primo impar entao

z2=—-1 modp

tem solucao se e sé se p=1 mod 4.

. Mostrar que existem infinitos primos congruentes com 1 médulo 4.

Sugestao: Dados primos pi,po,- - ,pr congruentes com 1 médulo 4,
considerar os factores primos de

(pip2 -+ pr)* + 1

. Mostrar que se p e ¢ sao primos impares diferentes e a é primo com pq,

a®?)/2 =1 mod Pq.

Concluir que pg nao tem raizes primitivas.
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10.

11.

. Usar o critério de Euler para determinar quais das seguintes equacoes

tem solucao e qual o seu nimero
a) 12 =16 mod 1T;

b) 22 = 13 mod 17;

c) z®¥ =9 mod 17;

d) 24 =9 mod 17;

. Mostrar que 3% = —1 mod 17. Justificar porque é que podemos concluir

que 3 é raiz primitiva de 17.
Usar uma lista das classes de congruéencia de 3 mod 17 para encontrar
as solucoes do problema anterior.

3 é raiz primitiva médulo 31 e 3'> =8 mod 31. Determinar as solucoes
de
z*=8 mod 31.

Neste exercicio vamos verificar que se p é um primo impar, existem raizes
primitivas médulo p*, para todo o k > 0. Mais precisamente, se a é raiz

primitiva modulo p, provamos que ou a ou a + p € raiz primitiva médulo

p".

a) Justificar que as ordens de a e de a + p médulo p* sdo divisiveis por
p — 1 e portanto sao da forma p’(p — 1) com j < k.

b) Mostrar, usando o Teorema do binémio de Newton, que
(a+ p)?#") = o2 _ 140001 od ph,

Sugestao: Tem que se mostrar que, para j > 2,

k—1

(gb(p' )>p7 =0 mod p";

J

comecar por mostrar que p’~! nao divide j!.
¢) Concluir que, se a ndo é raiz primitiva médulo p*, entao
(a —I—p)gb(pkfl) £ 1 modp”,
k

e deduzir que, nesse caso, (a + p) é raiz primitiva médulo p”.
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12. Mostrar que, se p é primo e a,b € 7Z,
(a+b)P =d’+b mod p.

13. Recorde-se a deducao do critério e formula resolvente para polinémios de
grau 2: suponhamos que

f(z) = ar* +bx +c
e a > 0; entao

b
f(a:):O@:E2+—a:+E:0
a a
Mas
+b + 2ygl, U b
x x ——:z: — T4 — 4 - — — =
2a 4a?2  a 4a?

L b\’ n 4ac — b*
p— T -
2a 4a?
Portanto, f(x) =0 se e sé se

x+b 2_b2—4ac
2]  4a2

Se b> — 4ac < 0 nao existe solucao em R; se b> — 4ac = 0, existe uma

b
tinica solucao & = ——: se b> — 4ac > 0 existem duas solucoes:
a
b N b? —dac _ —b+ Vb? — dac
r=——
2a 4a? 2a

Supondo agora que p é um primo fmpar, e a, b, c sao inteiros, deduzir um
critério e uma férmula semelhante para a congruéncia

f(x)=0 mod p
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1.4.1 A Lei da Reciprocidade Quadratica: uma breve introdugao

No caso de uma equagao de grau 2, o critério de Euler, para um moddulo
primo impar p, pode enunciar-se do seguinte modo:

Proposicao 1.29 Se p ¢ um primo impar e a € Z é primo com p, entao ou

p—1
a2 =1 modp

2

€ a equacao x a mod p tem duas solucoes; ou

p—1
a? =—1 modp

e a equacdo > = a mod p ndo tem solucdo.

Definicao 1.30 Dado p primo impar e a € 7Z primo com p, a diz-se um
p—1

resitduo quadrdtico mod p seaz =1 mod p.

O critério de Euler permite portanto determinar, para um dado p, quais
os seus residuos quadraticos, e é facil verificar que existem exactamente 7%1.
Mas quer o aprofundamento da Teoria Aritmética dos Inteiros (e da Teoria
dos Numeros Algébricos), quer as aplicagoes praticas, como por exemplo o
desenvolvimento de algoritmos de factorizacao, conduzem, entre outras, a
pergunta inversa:

Dado um inteiro a, quais os primos para os quais a é residuo quadratico?

Exemplo 1.31 Um problema aritmético relacionado com este é o sequinte:
uma forma quadrdtica em duas varidveis (nos inteiros) € uma fungdao

f:Z X7 — 7, f(x,y):ax2+ba:y+cy2,

onde a,b,c € Z. O problema fundamental sobre formas quadrdticas € a
existéncia de solugoes (diferentes de (0,0)) da equago f(x,y) = 0.
Uma condi¢cao necessaria evidente para que a equacao tenha solucao € que

f(z,y) =0 mod p
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para todo o primo p.
No caso de a nao ser miltiplo de p, a dltima equagao é equivalente (exercicio)
a

(2ax + by)? — (b* —4ac)y* =0 mod p

que tem solugoes ndo triviais se e sé se o discriminante b> — 4ac for um
residuo quadrdtico modulo p.
De facto (exercicio), a € residuo quadrdtico mddulo p se e s6 se existem x e

y co-primos satisfazendo

2

pl (2 —ay?).

Notacao 1.32 No que se seque, p e q designam sempre primos impares.

O matemadtico francés Legendre (1752-1833) introduziu, no decurso das
suas investigacoes sobre este tipo de problemas, a seguinte notacao:

Definicao 1.33 Dado p e a € Z, o simbolo (a|p) define-se como

0 sepla
(ap)={{ 1 sea™ =1 modp
1 sea™ =-1 mod P

p—1

Ou seja, (alp) € {—1,0,1} e (alp) =a =z mod p.

O simbolo de Legendre tem as seguintes propriedades, de verificacao ime-
diata a partir da definicao:

1. (1|p) = 1 para todo o p;

2. (-1lp)=1sep=1 mod4,e(—1lp)=—-1sep=3 mod 4;
3. (a+ kplp) = (alp);

4. (ablp) = (alp)(blp).

E possivel determinar diversas relagoes entre (a|p) e a multiplicagao de a
pelos elementos de Z/,. Uma delas, descoberta por Gauss, ¢ a seguinte:
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Definicao 1.34 Um conjunto S C 7Z com ;%1 elementos diz-se um conjunto

de Gauss modulo p se SU—SU{0} constituir um sistema completo de residuos
modulo p, onde

—S={-x:z€S5}
Exemplo 1.35 Dois exemplos simples de conjuntos de Gauss modulo p sao
- {1727 71%1}:{11§Z§ }%1}7

Pela definicao de conjunto de Gauss, vemos imediatamente que, fixando
a, para cada x € S existem u(z) € S e e(x) € {1,—1} (dependentes de a,
claro), unicos, tais que

ax = e(x)u(r) mod p;
mas, além disso, a funcao
Sq 1S =S, Sq(x) = u(x)
é uma bijeccao: se x,y € S e u(x) = u(y), entdo, médulo p,
ay = e(y)u(y) = e(y)u(x) = e(y)e(x)e(z)u(r) = tax,
e portanto, como a é primo com p,
r =4y mod p;

mas isso s6 pode acontecer se x = y.

N .. p—1
Em consequéncia, [[,.q % = [[,cq u(x); multiplicando por a’z |

a7 [[ e = [J ax = [ clw)ul) =

xeS xeS xeS
= H e(z) H u(zr) = H e(r) H T,
xeS zeS zeS zeS

. 1. ~ p—1
e dividindo ambos os lados da congruécia por [ [ ,.¢ x, obtemos a2 =[], ¢ e(x),
mod p.
Demonstramos assim o
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Proposigao 1.36 (Critério de Gauss) Seja p = 2m + 1, a primo com p
e S um conjunto de Gauss modulo p. Seja t o numero de x € S tais que
e(r) = —1 (ou seja, aqueles para os quais axr = —z' mod p para algum
2’ € S). Entao (alp) = (—1)".

Nota 1.37 Cada escolha de conjunto de Gauss corresponde a uma definicao
particular de t. Por exemplo, se S = {2i —1:<i < p%l}, e definirmos b(1)
pela condicao

a(2i — 1) =b(i) mod p e 0 < b(i) < p,

¢ facil ver (exercicio) que

e(2i — 1) =—1<b(i) € par.

Esta escolha de conjunto de Gauss serd util mais adiante.

Exemplo 1.38 Sejam por exemplo p = 13 e a = 5; a tabela abaixo mostra
0s valores dos b(i):

2—1/1 3 57 9 11

bi)|5 2 12 9 6 3

Hd trés b(i) pares, e portanto (5|13) = (1) = —1, como se pode compro-
var verificando que 5° = —1 mod 13.

Esta proposigao ja permite esclarecer o valor de (2|p): consideremos o
conjunto de Gauss
—1
S:{r1gi§3§—y
neste caso, 2i = e(i)u(i) mod p implica que

1 1 1
dﬂ:—bﬁgg—<%§p—1©gz—<i§g?ﬂ
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o numero t de inteiros ¢ satisfazendo estas desigualdades é

;%1 sep=1 mod4
% sep=3 mod4

—_

Como se verifica facilmente,
-se p=1 mod 4 entao

t é par se p=1 mod 8,

t é impar se p=5 mod §;
-se p=3 mod 4 entao

téparsep=7 mod 8§,
t é impar se p=3 mod 8.

Resumindo,

] 1 sep==+1 mod8
(2|p)—{ 1 sep=431 mod8 °

Deixa-se como exercicio a demonstracao deste resultado usando o conjunto
de Gauss S = {2i —1:1<i<Z1}

Pelas propriedades elementares enunciadas atras e por este ultimo resul-
tado, o calculo do simbolo de Legendre reduz-se ao do caso (¢|p) para ¢ primo.
O caso ¢ = 2 poderia sugerir que deverfamos poder determinar (¢q|p) através
de algumas condi¢oes modulares sobre ¢ e p. O que se verifica é que o que
podemos obter é uma relacao entre os simbolos (¢|p) e (p|q): concretamente,
a analise de diversos casos particulares conduziu Euler, Legendre e Gauss a
conjecturar a seguinte

Teorema 1.39 (Lei da Reciprocidade Quadratica) Dados primos impares
peq

p—1lg—1

(plg)(glp) = (=1) = =.
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Por outras palavras, (¢|p) = (plg) se pelo menos um dos dois primos é
congruente com 1 modulo 4; se p e ¢ sao ambos congruentes com 3 modulo

4, entao (qlp) = —(plq).

Gauss foi o primeiro a conseguir provar este resultado, tendo apresentado
varias demonstracoes.

Demonstracao 1.40 Fizamos os conjuntos de Gauss
—1 —1
Sp:{2z'—1:1§z'§pT}, S;={2i—1:1<i< i}

De acordo com a observacao feita atrds sobre estes conjuntos de Gauss,
(qlp) = (=1)" onde t € o nimero de x € S, tais que qv = py + u com
0 < uw < p par. Notamos que para isso acontecer y tem que ser impar e
0 <y <q—2 (exercicio), ou seja, y € S,. Reciprocamente, se v € S, y € S,
e 0 < qr —py < p entdo existe x' € S, tal que gx = —x’ mod p, ou seja,
e(r) = —1 ex é um dos elementos de S, que contribui para t.

Do mesmo modo, (p|lq) = (—1)* onde s o nimero de y € S, tais que py =
qr+v com 0 < v < q par. De acordo com a discussao anterior, s € portanto
o numero de y € S, para o0s quais existe v € S, tal que —q < gx — py < 0.

Esta observacao leva-nos a considerar a funcgao
R:S, xS, —Z, R(z,y) = qx — py;
R(x,y) so toma valores pares ndo nulos e

q—plg—2) < R(z,y) < q(p—2) —p;
além disso, ha t pares (x,y) tais que 0 < R(x,y) < p e s pares tais que
—q < R(z,y) <0, ou seja, hd t + s pares (x,y) tais que —q < R(z,y) < p.
Mas se —q < R(z,y) < p, verifica-se (exercicio) que (p — 1 —x,q—1—1y) €
Sp xSy eque—q<R(p—1—x,9q—1—y) <p. Portanto t+s € par, a menos
que exista um (z,y) € S, x S, (necessariamente unico) tal que

p—1—x=ux, g—1—-y=y,

: _ p—1 _ g—1 ; ‘ ¢
ou seja que T = - ey = ‘5= sejam ambos impares o que acontece se e SO

se p e q forem ambos congruentes com 3 maodulo 4.
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[lustramos através de um exemplo como, juntamente com as outras pro-
priedades do simbolo de Legendre, o teorema anterior simplifica a deter-
minacao do valor de (a|p) e permite responder a pergunta apresentada no
inicio desta seccao. O exemplo ilustra igualmente a vantagem da notacao de
Legendre:

Exemplo 1.41
(42[101) = (2]101)(3]101)(7]101) = —(3|101)(7|101) porque 101 =5 mod §
= —(101]3)(101|7) porque 101 =1 mod 4
= —(24+3x33|3)(3+ 7 x 14]7) = —(2]3)(3|7)
= (3|7) porque 2 nao € residuo quadrdtico mod 3
= —(7|3) porque 3=7=3 mod 4
=—(1+3x23)=—(1]3) = -1

donde se conclui que 42 nao € residuo quadratico modulo 101,
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