1 Congruéncias e aritmética modular

Vamos considerar alguns exemplos de problemas sobre niimeros inteiros como
motivacao para o que se segue.

1. O que podemos dizer sobre a imagem da funcao

f:Z—Z, flx)=a2*+ 2417

Uma possivel abordagem a este problema comeca pela observacao de que
f s6 toma valores impares; para o verificar basta evidentemente consid-
erar os dois casos x par e x impar.

Desenvolvendo esta ideia, podiamos perguntar quais os posiveis restos da
divisdo de f(x) por 3; mais uma vez, esta pergunta é facil de responder
se notarmos que para qualquer inteiro x se tem

fx+3k)=(x+3k)*+x+3k+1=2"+x+1+6kr + 9k* + 3k

ou seja, se somarmos a um certo x um multiplo de 3, o valor de f muda
mas também por um multiplo de 3 e portanto o resto da divisao do valor
de f por 3 nao muda; de facto este resto sé depende do resto da divisao
de x por 3.

Como qualquer inteiro ¢é igual a 0, 1 ou 2 mais um maultiplo de 3, para
responder a pergunta basta calcular f(0) = 1, f(1) = 3 e f(2) = 7
e os respectivos restos na divisao por 3 que sao 1, 0 e 1 novamente.
Concluimos que 2 nunca é resto na divisao de f(x) por 3 e portanto f(x)
nao toma nenhum dos valores

co,—4,-1,2,5,8,11, -

Naturalmente, o mesmo raciocinio se podia aplicar a outro inteiro em vez
de 3 e do mesmo modo a outra funcao polinomial

f: 7 — 7



2. Sera que 20131400046549674927 é um quadrado perfeito em Z, ou seja,
existe algum inteiro m tal que

m? = 20131400046549674927 ?

Conseguimos dar uma resposta com um minimo de célculos fazendo o
seguinte raciocinio:

todo o inteiro m se pode escrever na forma m = 4¢+r com r € {0, 1,2, 3};
nesse caso m? = 16q> +8qr + 12 e, portanto, o resto na divisao de m? por
4 é igual ao resto na divisao de 72 por 4 (j4 que a diferenca entre m? e r?

¢ um multiplo de 4). A tabela

r 01 2 3

resto na divisao de r? por4 |0 1 0 1

mostra-nos entao que o resto na divisao de m? por 4 é sempre 0 ou 1, para
qualquer inteiro m. Mas o resto na divisao de 20131400046549674927 por
4 ¢ igual a 3:

20131400046549674927 = 20131400046549674900 + 27 =

= (201314000465496749 x 25 4 6) x 4 + 3,

2

e portanto aquele nimero nao pode ser igual a m* com m inteiro.

Note-se que se a mesma pergunta fosse feita antes sobre o nimero
20131400046549674928,

que tem resto 0 na divisao por 4, a ideia usada anteriormente ja nao se
poderia aplicar directamente: embora todos os m? tenham resto 0 ou 1
na divisao por 4, nao é verdade que todos os nimeros com resto 0 ou 1
na divisao por 4 sejam quadrados perfeitos. Mas se verificassemos por
exemplo que o resto na divisao de 20131400046549674928 por 7 é 3, a
tabela



r 0123456

resto na divisasode 72 por 7|0 1 4 2 2 4 1

mostra-nos, por um raciocinio semelhante ao anterior, que 2013140004654967
também nao é um quadrado perfeito.

3. Sera que
32070004559 | (210035002279 _ 1y 2

Nao vamos por enquanto responder a esta pergunta mas notamos o
seguinte: o que torna, a partida, esta pergunta tao dificil, ou mesmo
impossivel, de responder, é o facto de o ntimero 216035902279 _ 1 "¢ por-
tanto também o seu quociente na divisao por 32070004559, serem muito
grandes (varios milhoes de digitos em representacao decimal...).

Mas o que nos interessa aqui é apenas o resto daquela divisao, que € por-
tanto menor que o “pequeno” 32070004559, e é possivel, como veremos
adiante, calcular aquele resto nunca usando nimeros maiores que este.

Estes tres exemplos mostram que na abordagem a alguns problemas ar-
itméticos pode ser 1til considerar apenas os restos na divisao por um certo
inteiro fixo, escolhido de forma conveniente. Vamos agora clarificar com uma
notacao adequada esta ideia de trabalhar apenas com os restos da divisao
por um certo inteiro.

Definicao 1.1 Seja m € N. Dois inteiros a e b dizem-se congruentes
modulo m
a=b modm

se m diwide a — b.

Como se verifica facilmente, a congruéncia é uma relagao de equivaléncia
em Z, para qualquer escolha do médulo m. A classe de congruéncia de a é

-,a—3m,a—2m,a —m,a,a+m,a+2m,a+3m,---
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e cada classe de congruéncia tem um e um so representante no conjunto

m] = {0,1,-- ,m—1}

Um conjunto com esta propriedade chama-se um sistema completo de
residuos mod m:

Definicao 1.2 : Um sistema completo de residuos modulo m é um conjunto
{n07 ny, -« 7nm—].} C Z

tal que se i # j entao n; e n; nao sao congruentes mod m.

Podemos também descrever um sistema completo de residuos modulo m
como um conjunto
{no,n1,-+ ,nm_1} CZ
tal que n; =4 mod m.
Existem evidentemente infinitos sistemas completos de residuos para um
modulo dado.

O conjunto das classes de congruéncia médulo m é representado por Z/mZ
ou mais simplesmente por Z,,,. Uma congruéncia entre nimeros modulo m
corresponde portanto a uma igualdade entre classes, ou seja entre elementos
de Z/m
A propriedade fundamental da relacao de congruéncia esta contida na proposicao
seguinte, cuja demonstracao se deixa como exercicio.

Proposicao 1.3 : Sea=b mod m ec=d mod m entao
a+c=b+d modm ac =bd mod m

ou seja, a classe de congruéncia da soma ou do produto de dois inteiros
depende apenas das classes de congruéncia destes (e nao dos representantes
particulares dentro de cada classe); estao portanto bem definidas em Z,, as
operacoes de soma e produto.



Exemplo 1.4 : as tabuadas de soma e multiplicagao de Z ;4 sao

+10 1 2 3 x|0 1 2 3
001 2 3 0/0 0 0 O
1{1 2 30 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 2 1

e de Zs

+10 1 2 3 4 x10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0[O0 0O 0O 0 O
1|1 2 3 4 0 1101 2 3 4
212 3 4 01 210 2 41 3
313 401 2 310 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 2 1

Nota 1.5 : Para se ser mais preciso, deviamos distinguir a classe de con-
gruéncia dos seus representantes; pode-se por exemplo usar a notacao a para
designar a classe de congruéncia de a.

Mas quando nao ha perigo de confusao usamos um niumero para representar
a sua classe de congruéncia; € no entanto crucial que esteja sempre claro
quando € que isso acontece; por exemplo, é verdade que

74 =91 mod5

e portanto podemos usar qualquer dos dois numeros para representar a
respectiva classe. No entanto o expoente 14 nao representa uma classe de
congruéncia modulo 5; ele indica que estamos a multiplicar a classe de 2 por
si mesma 14 vezes e embora 14 = 4 mod 5, nao é verdade que 2™ seja
congruente com 2* maédulo 5.

Uma equacao sobre classes de congruéncia moédulo m chama-se também
uma equacao modular. Uma solucao de uma tal equacao pode ser vista como
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um elemento de Z,, ou como o conjunto dos nimeros inteiros contidos nessa
classe.

Conforme sugerido pelos exemplos iniciais, a relacao de congruéncia e as
suas propriedades permitem apresentar de forma mais sucinta e resolver de
modo mais simples certos problemas da aritmética dos inteiros:

Exemplo 1.6 Um inteiro € divisivel por 3 se e so se a soma dos seus digitos
(da representagdo decimal habitual) também € divisivel por 3. A explica¢do

desse facto elementar € obvia d luz da nogdo de congruéncia: sex = (as -+ ay agp)
entao
S S
T = Zaklok = Zak mod 3
k=0 k=0

uma vez que 10 = 1 mddulo 3.

Exemplo 1.7 : A solucao do sequndo problema apresentado no inicio pode
agora ser traduzida do sequinte modo:

20131400046549674927 =3 mod 4

e como, para todo o x € Z, 2> = 0 ou 1 mod 4, aquele nimero ndo é um
quadrado perfeito.

Exemplo 1.8 Considere-se o sequinte problema, semelhante ao encontrado
no terceiro dos exemplos iniciais: qual o resto na divisio de 2*' por 7% Temos
21 = (2313 x 22 ¢ como 22 =1 mod 7, concluimos que

211 =92 mod 7

ou seja o resto pedido € 4.

Exercicios II1.1

1. Construir as tabelas da soma e multiplicacao para as classes de con-
gruencia modulo 7 e médulo 8.



2. Em que classes de congruéncia mod 8 estao os quadrados perfeitos?
4926834923 podera ser a soma de dois quadrados perfeitos?

3. Determinar um sistema completo de residuos médulo 11

a) constituido por nimeros pares;

b) constituido por nimeros primos
4. Mostrar que se
n=ay+ a;10 + as10? + -+ + akl()k

entao
nzao—a1+a2—---+(—1)kak mod 11

5. Se p1,p2, p3 € ¢ sao primos e
q =i+ 3+ p3

justificar, usando congruéncias moédulo 3, que um dos p; é 3.
Se n? — 2 e n? + 2 sdo ambos primos, justificar que 3 | n.

6. Mostrar que %5 + %3 + % ¢ inteiro para qualquer n € Z.
7. Mostrar que se a, b, c € Z satisfazem
>+ b =¢?

entao um deles é multiplo de 3, um deles é multiplo de 4 e um deles é
multiplo de 5.
Sugestao: pode ser necessario usar o resultado do exercicio I1.4.6..

Dados moédulos m e n, nao é possivel, em geral, estabelecer uma relacao
entre as respectivas classes de congruéncia. Mas no caso de n | m hé uma
relagao simples e importante entre Z,, e Z;,: seja m = nd; em primeiro
lugar é ébvio que

r=y modm = x=y modn;
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por outro lado, se x =y mod n é porque existe k € Z tal que y = x + kn;
e verificamos que a classe de congruéncia mod m de y s6é depende da classe
de congruéncia de £ modulo d.

Conclui-se que a classe de congruéncia mod n de x é a uniao das d classes
de congruéncia mod m com representantes

T, r+n,--x+(d—1)n

1.1 A equacgao linear numa variavel

Consideramos a equacao
ar=b mod m

De acordo com as definicoes dadas, um inteiro x serd uma solucao se existir
y € Z tal que ax — b = my. Seja d = mdc(a,m); resulta directamente

da ltima equagdo que para que exista solugdo é necessario que d|b pois
b= ax —my.

Por outro lado, sabemos que existem inteiros x( e ¥y tais que
ary + myo = d

xo € yo podem ser determinados por aplicacao do algoritmo de Euclides
com que se calcula d.

Mas entao, se d|b, temos que

a:z:é%—m é—b
Od ?Jod—

b

e vemos que a equacao modular tem a solucao r = SU()E (ou, mais precisa-

mente, a classe de congruéncia deste nimero).



Que outras solugbes (ndo congruentes com esta, claro) existem? supon-
hamos que z e w satisfazem igualmente az — mw = b; entao

az—mw:aa:—my@a(z—x):m(w—y)@g(z—x):m(w—y)

d d

a m . Coe :
mas, como p e = sao primos entre si, isso implica que

m
EKZ — )
ou seja

m
ey l{j—
Z=x+ p

Duas solugbes desta forma serao congruentes médulo m se d|k. Temos por-
tanto d solugoes distintas, correspondendo aos valores 0 < k < d. Resumindo,

Proposigao 1.9 : Para m € N, a inteiro e d = mdc(a,m), a equagdo
axr =b modm

tem d solugoes distintas se d|b e nao tem solugoes caso contrdrio.
Se xy e yy sao inteiros satisfazendo axy+ myy = d, as solucoes do primeiro
caso Sao

b m
-+ k— 0<k<d
Canl-F 7 <

Exemplo 1.10 : Determinar as solugoes de
210x =10 mod 745
Usando o algoritmo de Euclides

745 =3 x 210 + 115
210 =1x 115+ 95
115 =1x95+4+20
95 =4x20+15
20=1x15+45
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deduzimos que
mdc(210,745) =5 = 11 x 745 — 39 x 210

Aplicando a proposicao anterior, concluimos que as solugoes da equac¢ao
modular sao dadas pela expressao

745

ou seja, as solugoes sao (as classes de congruéncia de)

—78,71,220,369, 518

E importante notar a seguinte interpretacao deste resultado no caso d = 1;
mdc(a, m) = 1 significa que a classe de a é invertivel para a multiplicacao em
Lty se au +mu = 1, entao a classe de u ¢ a inversa da classe de a modulo
m; a solucao da congruéncia

ar=b mod m

é, como numa equacao “habitual”, x = a~'b (em que a™! designa a classe
inversa da de a).

Por outro lado, no caso geral, se d = mdc(a, m) divide b podemos observar
que

m, (a b a
ar = b modm@m\(a:c—b)<:>5| (ESU—C—J@EIZ

Assim, podemos comegar por encontrar a solugao (inica) ¢ desta tltima con-

gruéncia e notar que as solucoes da congruéncia inicial sao as classes mod m
m . A .

dadas por t + kg com 0 < k < d, que sao as classes de congruéncia moédulo

m
m que estao contidas na classe de t mod vk
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Exemplo 1.11 : 15z =21 mod 72 tem 3 solu¢des uma vez que mde(15,72) =
3 e 3|21;
1br =21 mod 72 & bxr=7 mod 24

Como 55 — 1-24 = 1 (ou seja o inverso de 5 mddulo 24 ¢ o proprio 5) de-
duzimos que a solucao desta ultima congruéncia é x =5-7 =11 mod 24.

Finalmente, x =11 mod 24« x =11V =35Vae =59 mod 72.

Nota 1.12 E importante notar que multiplicar ambos os lados de uma con-
gruéncia por um inteiro so resulta numa congruéncia equivalente (ou seja,
com as mesmas solugoes) se esse inteiro for primo com o modulo. Caso
contrdrio, temos apenas uma implicacao.

Por exemplo se multiplicarmos por 3 ambos os lados da congruéncia

7Tr =2 mod 18,

obtemos
2lr =6 mod 18 & 3xr =6 mod 18§;

esta ultima equacao tem a solucdao evidente x = 2 mod 18, que nao € solucao
da equacao original. Podemos apenas dizer que a solugcao da equacao original
(que existe e € unica) estd entre as solugdes da iultima, que sao as classes de
congruéncia de 2, 8 e 14 mddulo 18. E de facto

7Xx6=2 mod 18.

Exercicios II1.2

1. Resolver as seguintes congruéncias (encontrar todas as solugoes ou justi-
ficar que nao existem):

a) br =3 mod 11;
b) 122 =2 mod 33;
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¢) 9z =21 mod 12;

d) 110z =40 mod 575;

e) 1011z = 1101 mod 1110;
f) 501z = 345 mod 72;

2. Justificar que se ac = be mod m e d = mde(c, m), entdoa =b mod m/d.

3. Mostrar que todo o inteiro da forma 4k + 3 tem algum factor da mesma
forma. Deduzir que existem infinitos primos congruentes com 3 maédulo
4.
Podemos aplicar o mesmo raciocinio para inteiros da forma 4k + 17 E da

forma 6k + 57

4. Seja p primo. Notando que para cada 1 < a < p — 1 existe um (nico)
l1<ad <p—1talquead’ =1 mod p, demonstrar o Teorema de Wilson:

(p—1!'=—-1 modp

se e sO se p é primo.
Usar o resultado anterior para mostrar que

61! +1 =0 mod 71.

1.2 O Teorema Chinés dos Restos

Comecamos com um exemplo simples que estd na origem do resultado que
vamos apresentar:

Exemplo 1.13 Um camponés tem um certo numero de ovos, quandos os di-
vide por 3, sobra-lhe 1; quando os divide por 4, sobram 2 ovos; e quando o0s
divide por 5, sobram 3. Quantos ovos tem o camponés?
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O que queremos aqui € a solucao simultanea de um sistema de equagoes mod-

ulares
r=1 mod 3

r=2 mod 4
=3 mod 5

Comecando pela primeira equacao, temos que qualquer solucao x do sistema
tem que satisfazer
r=1+3y

para algum y € Z; substituindo na sequnda equagao ficamos com
3y+1=2 modd<=3y=1 modd<y=3 mod4

e portanto y =3+ 4z ex = 1+ 3(3 + 4z) = 10 + 122, onde, mais uma vez,
2 representa uma nova incognita inteira; substituindo de novo na terceira
equacao

1224+10=3 modb5&<2z2=3 modb5< 2=4 modb
Concluimos que z = 4 + bw e portanto a solu¢ao do nosso sistema €
r =104 12(4 4+ bw) = 58 + 60w.

A resposta a pergunta € portanto que o camponés poderia ter 58 ovos ou 118
ou 178, etc.

Que a solucao do sistema so6 fica determinada modulo 60 é evidente, uma vez
que, como 60 é multiplo de 3, de 4 e de 5, se x for solucao, qualquer inteiro
da forma x 4+ 60w também seria solucao. Por outro lado, se x e y forem duas
solucoes do sistema, entao x — y sera divisivel por 3, por 4 e por 5, e como
estes sao primos dois a dois, x — y tem que ser divisivel pelo seu produto 60.
Podemos também observar que o facto de 3, 4 e 5 serem primos entre si
dois a dois nos garantiu que ao substituir o valor de x na segunda e depois
na terceira equacao, ficariamos sempre com uma equacao com solugoes, uma
vez que o coeficiente de y e depois de z é primo com o moédulo da equagao
respectiva.

13



Vamos agora enunciar um resultado fundamental para a simplificacao da
resolucao de equacoes modulares:

Teorema 1.14 (Teorema Chinés dos Restos) : Sejam my,ma,--- ,my
inteiros positivos primos dois a dois (ou seja, se 1 < i < j < k entao
mdc(m;, m;) =1) e M = Hle m;. Entao, dados ay,as, - ,a; quaisquer, o

sistema de congruéncias

T=a mod my

]
|

= a9 mod ms

| T =k mod my

tem solucao que € unica modulo M.

Demonstracao 1.15 Comecemos por notar que a observacao feita a propdsito
do exemplo, vale em geral: dada uma solugcao do sistema ela € unica modulo
M, uma vez que se x ey sao solugoes, temos m; | (x —y) para todo o i e
como 0s m; sao primos dois a dois isso implica M | (x — y).

O método iterativo de solugao usado no exemplo pode ser usado para fazer
uma demonstracao por inducao: dado um sistema com duas equacgoes

T =a mod my
T = as mod ms

a solucao pode ser determinada como jd vimos substituindo na sequnda equacao
T por a; + myy; a equacao

miy = as —ap  mod meo

tem solugao unica mddulo ms uma vez que mdc(my, ms) = 1.
Suponhamos agora, como hipotese de inducdao, que o resultado do teorema €
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vdlido para um certo k e seja
(

r=a mod my
T = ao mod ms
<
T = ay mod my,
| T = ap mod myq

Chamemos n ao produto my X --- X my. Por hipdtese de inducao, o sistema
constituido pelas primeiras k equacoes tem solucao unica ¢ mod n; podemos
entao resolver o sistema de duas equacoes

r=c mod n
T = Ay mod my.q

a sua solucao, unica modulo n X mpy1 = M, € a desejada solucao do sistema
de k + 1 equacoes.

I11.3
1. Resolver os sistemas de equacoes
Tz =2 mod 3 r=1 mod 4
r=3 mod 5 =0 mod 3
r=25 mod 2 r=25 mod 7

2. Ao tentar formar grupos de trabalho numa turma, conclui-se que se os
grupos tiverem 3 elementos ficam dois alunos de fora, se tiverem quatro
fica 1 de fora, mas que se consegue formar grupos de 5 elementos desde
que o professor faca parte de um deles. Quantos alunos tera a turma?

3. Determinar 3 inteiros consecutivos tais que um é divisivel pelo quadrado
de um primo, outro é divisivel pelo cubo de um primo e o terceiro é
divisivel pela quarta poténcia de um primo.

4. Mostrar que, dados inteiros positivos m; e mso, 0 sistema

r=a mod my
T = an mod mo
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tem solugao se e s6 se a3 = as mod mdc(my, ms), € que nesse caso a
solugao é inica médulo mme(my, ms).
5. Determinar, se existirem, as solucoes do sistema

he =1 mod 6
4o =13 mod 15

O Teorema Chinés dos Restos permite reduzir a resolucao de uma con-
gruencia a de um sistema de congruéncias mais simples:

Exemplo 1.16 : Considere-se a equacao
327x =171 mod 520;

Calculando mdc(327,520) = 1 podemos deduzir que existe uma unica solugdo
e aplicar o método explicado mais atrdas. No entanto, notando que 520 =
5-8-13, passamos ao sistema

327x =171 mod 5 2r =1 mod 5

327x =171 mod8 &< 7Tr=3 mod 8 &

327x =171 mod 13 2r = 2 mod 13
=3 mod 5

S =5 mod &
r=1 mod 13

Qualquer solucao da equacao inicial terd que ser também solucao de cada
uma das equacgoes do sistema e reciprocamente, pelo Teorema Chinés dos
Restos, qualquer solucao do sistema € solucao da equacao inicial.

Usamos o mesmo método de solugcao do exemplo anterior: pela primeira
equacao r = 3 + dy; substituindo na sequnda temos

Sy=2 mod8&y=2 modS8
portanto y =2+ 8z e x = 13 + 40z, o que nos da, na ultima equacao,
40z=1 mod 13 2=1 mod 13
donde se deduz finalmente que x = 53 + 520w.
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E possivel demonstrar o teorema de outra forma, que nos fornece igual-
mente um método pratico de solugao: Dado o sistema no enunciado, calcula-
se, para cada 1 <7 < k, um inteiro b; tal que

M
—b; =1 mod m;
m;

Note-se que isto é possivel, uma vez que mdc(—,m;) = 1, ficando b; deter-
m<

1
minado naturalmente modulo m;. Verificamos que x definido por

=1

é solucao do sistema; fixemos um indice 1 < 5 < k; nas parcelas do somatoério

S, M . . :
com i # j temos que m; | — (m; e m; sdo primos entre si) e portanto essas
m.

1
parcelas anulam-se médulo m;; na parcela de indice j, devido ao modo como

escolhemos b;, temos
M

—bjCLj = Qa; mod m;
m;
Este método de solucao torna-se mais 1util quando temos que resolver nao
um mas varios sistemas de equacoes com os mesmos modulos myq, - -+, my,
COMO Veremos a seguir.

O proximo exemplo envolve equagoes modulares de grau maior que 1 para
por em evidéncia as vantagens do segundo método de solucao de um sistema.

Exemplo 1.17 : Procuramos as solucoes simultaneas do sistema de equagoes
2’ = mod 7

=1 mod9
=3  mod 1l

Como nao temos (por enquanto) nenhuma forma mais eficaz de tratar estas
equacoes, procuramos as suas solucoes directamente, calculando a®> em que a
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percorre todas as classes de congruéncia modulo 7, e do mesmo modo para
as outras equacoes. Concluimos que a primeira equacao tem duas solucoes 3
e 4 modulo 7, a sequnda tem trés solugoes modulo 9: 1, 4 e 7, e a terceira
tem duas solucoes 4 e 7. Teriamos portanto que resolver os 12 sistemas de 3
equacoes da forma

r=aq mod 7

T = as mod 9

T = as mod 11

onde a1 € {3,4}, ax € {1,4,7} eaz € {4,7}.
Em alternativa, podemos usar o outro método: designando M =7 x9x 11 =
693, resolvemos as equacoes da forma

M
—y =1 mod m;
my;

Temos
Yy=1 mod7<y=1 mod7

e portanto podemos escolher by = 1. As outras equacgoes sao

Ty=1 mod9<5y=1 modI9<y=2 mod?9

63y =1 modll8 =1 modll<y=7 mod 1l

e portanto by = 2 e by = 7. Substituindo os valores dos a; na expressao
3
M
> —bia; = 99a; + 1540y + 441ay
m;
i=1

obtemos as doze solucoes pretendidas.

Recorde-se que 0s b; sao calculados moédulo m;; podemos portanto, por exem-
plo, por b3 = —4; as solugoes obtidas sao as mesmas modulo M, ainda que
representadas por outros inteiros.

Exercicios 111.4
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1. Determinar, usando o Teorema Chinés dos Restos, as solucgoes, se exis-
tirem, das equacoes
507x = 312 mod 3025

264z =31 mod 1573
732 =84 mod 504

2. Determinar directamente as solucgoes de
23 +2:—3=0 mod5

e de
22422 —-3=0 mod9

e usar as solucoes encontradas para determinar as de

22422 —3=0 mod 45

3. Sabendo que 1144 = 8 x 11 x 13, determinar, ou mostrar que nao existem,
as solucoes das congruéncias seguintes

a) 68r =28 mod 1144
b) 24z =44 mod 1144

4. a) Determinar os pares de inteiros consecutivos tais que a sua soma é
divisivel por 9 e o seu produto é divisivel por 11.

b) Determinar o primeiro par de inteiros positivos impares consecutivos
em que o menor deles é multiplo de 17 e o maior é multiplo de 11.

O Teorema Chinés dos Restos pode ser enunciado alternativamente do
seguinte modo:

Teorema 1.18 : Se M =my X --- X my e mde(m;,m;) =1 sei # j, entao
a aplicacao
@DZZ/M%Z/ml X XZ/mk
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definida por
Y(a) = (e mod mq,---,a mod my)

¢ uma bijeccao.
A existencia de solucao para qualquer sistema da forma
(

aq mod my
T = as mod ms

X

| T =k mod my

é equivalente a 1 ser sobrejectiva; por outro lado, a propriedade de v ser
injectiva é equivalente a aquela solucao ser inica modulo M.

Quando enunciado desta forma, o Teorema Chinés dos Restos é de demon-
stracao ainda mais simples: de facto, basta provar que v é injectiva, sendo a
sobrejectividade uma consequéncia imediata de o dominio e o contra-dominio
desta aplicagao terem o mesmo nimero de elementos. Mas v é injectiva uma
vez que

r=y modm;Vie{l,--- k} < r=y mod M.
Por outro lado, este raciocinio nao nos indica como resolver na pratica um
sistema, ou seja, dados a; € Z/,,,, como determinar

-1
¢ (ala T a’k)
E isso que as outras demonstragoes fazem. De facto, a segunda dessas demon-
stracoes da-nos uma férmula para a funcao inversa de :

k
M
w‘l(al, Tt ,ak) = E Ebiai
i=1

ou mais precisamente a classe de congruéncia médulo M deste inteiro.

Terminamos com a descricao de uma aplicacao ao calculo aritmético, par-
ticularmente 1til quando é preciso realizar um grande nimero de calculos en-
volvendo inteiros pertencentes a um intervalo fixo mas grande: suponhamos,
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por exemplo, que queremos multiplicar dois inteiros 10°Y < =,y < 10'%: pode-
mos escolher um conjunto de inteiros my, - -- , m;, primos entre si dois a dois,
tais que H§:1 m; > 10%% reduzir x e y e calcular o produto xy médulo cada
m;, e obter o resultado final por aplicacao do Teorema Chinés dos Restos.
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