1 Esboco de solucao de alguns problemas

Apresentam-se aqui esbogos de solucoes de alguns dos problemas, isto é, é explicado, com um grau variavel
de pormenor, o raciocinio envolvido.

I.1.3 Mostrar que, se {4; : i € N} e {B; : i € N} sdo familias de conjuntos satisfazendo
A DA, B; D Biy1,VieN

entao

()(4iUB;) = (ﬂ Ai> U <ﬂ Bi>

€N €N ieN

Sem aquela condicao esta igualdade verifica-se ou nao?

Em geral, se pretendemos mostrar que duas expressoes definem o mesmo conjunto, podemos tentar provar
duas inclusoes, ou seja, neste caso

(AiuB) (ﬂ Ai> U <ﬂ Bi>

€N €N 1€N
((AiUB) D (ﬂ Ai> u <ﬂ BZ->
€N €N 1€N

A segunda inclusio é simples (e ndo depende da condigdo sobre os conjuntos A; e B;): basta mostrar
(porqué?) que

ﬂ A; C m(AZ UB,L')

ieN ieN
0 que é uma consequéncia imediata das definigoes.
Para provar a outra inclusio podemos raciocinar assim: seja x in();cy(A4;UB;); se x € A; paratodooi € N,
nao hé nada a provar; caso contrario, existe k € N tal que « ¢ Ay; mas entdo também = ¢ A; para todo o
J > k (porqueé?); logo x € B; para todo o j > k e portanto (porqué?) x € (o B; 0 que completa a prova.
A resposta a ultima pergunta é negativa: basta escolher duas familias de conjuntos definidas de modo a que
um certo elemento pertenga sempre a A; ou a B; mas que as intersecgoes ﬂieN A;e ﬂieN B; sejam vazias.

I.2.3 Dada uma fungao f: X — Y e A, B C X, determinar se
fLAUB) =f(A)Uf(B)  f(ANB)=f(A)Nf(B)
Se C,D C Y determinar se

fiCubD)= o) uf (D) fFHCND)=fHO)N fHD)
A primeira igualdade é verdadeira

flAUB)={yeY:Fzc AUB f(x)=y}={yeY Iz A f(x)=yV3x e B f(x) =y} =



={yeY:JweAf(x)=ytu{yeY Iz €A f(z) =y} = f(A) U f(B)

mas a segunda é falsa, sé vale em geral uma das inclusoes (qual?).
Quanto as outras igualdades, deve-se comegar por lembrar o significado da notagao, que nao se refere a
fungao inversa (f pode nao ser injectiva!) mas & imagem inversa; por exemplo,

fHO)={zeX: f(z) e}

Com esta observacao é facil ver que ambas as igualdades sao verdadeiras:

ze fTH{CUD)s f(x) eCUD & f(x) €CV f(x) € D...

I.3.3 Considere-se a seguinte relagao, que denotamos por exemplo por X, em P(N): X x Y se X AY é
um conjunto finito. Mostrar que x é uma relacao de equivaléncia.

Que x é reflexiva e simétrica é uma consequéncia imediata da definigdo de diferenga simétrica (porqué?).
Resta considerar a transitividade: suponhamos que X X Y e Y x Z; basta mostrar que X \ Z é um conjunto
finito (porqué?); ora

X\ZcX\YUY\Z

(certo?) o que completa a prova.

1.4.1 Dado um conjunto X mostrar que

a)

b)

existe uma bijec¢ao entre o conjunto P(X) dos subconjuntos de X e o conjunto {f : X — {0,1}} das
fungoes com dominio X e contradominio {0, 1}.

néao existe uma fungéo ¢ : X — P(X) sobrejectiva.

Sugestao: dada uma fungao qualquer ¢ : X — P(X), considerar o conjunto Y = {z € X|z ¢ ¢(x)} €
P(X).

Supondo que este conjunto pertence & imagem de ¢, isto é, existe xg € X tal que ¢(zg) =Y, serd que
9 €Y?

Uma possivel bijec¢io é dada pela férmula que faz corresponder a A C X a funcgéo

X, ae={, w18

fa € habitualmente chamada a funcao caracteristica de A (como subconjunto de X).
Suponhamos que A e B sao subconjuntos distintos de X; basta considerar o caso em que existe
x € A\ B; entdo verificamos que

fa(x) # fp(x)

e portanto fa4 e fp s@o fungdes diferentes; ou seja, a nossa correspondéncia é injectiva.
Para vermos que é sobrejectiva, temos que mostrar que, dada uma qualquer funcao f : X — {0,1}, ela
é a fungao caracteristica de algum subconjunto de X, o que é verdade: considere-se o conjunto

A={zx e X: f(z)=1}.

Este raciocinio deve ser acompanhado pela ilustracao de um caso simples com X finito: nesse caso,
podemos imaginar os elementos de X representados por uma lista e as fungdes f : X — {0,1} como
sequéncias de 0 e 1, com | X| elementos; generalizando um pouco, o conjunto das partes de N pode ser
identificado com o das sucessoes de 0 e 1.



