1 Conjuntos, fungoes e relagoes: nogoes basicas

Antes de abordarmos os temas centrais deste curso é conveniente recordar
algumas nocoes basicas usadas sistematicamente no que se segue.

1.1 Conjuntos

Intuitivamente, um conjunto é, nas palavras de Georg Cantor, “uma coleccao
qualquer de certos objectos distintos da nossa intuicao ou pensamento, con-
siderada num todo”.

Esta descricao levanta varios problemas, em particular quanto ao uso do
pronome qualquer, que s6 podem ser resolvidos satisfatoriamente por uma
fundacao axiomdtica da Teoria dos Conjuntos, fora do ambito desta cadeira
(ver a Nota 1.2 no fim desta secao).

Mas, devido a natureza simples dos conjuntos com que teremos ocasiao de
lidar, esses problemas nao nos surgirao no caminho.

Vamos portanto usar o termo conjunto e a nogao de pertenca como prim-
itivos, ou seja, nao definidos a partir de outros termos, e ater-nos a uma de-
scricao de algumas das nocgoes e propriedades mais elementares da chamada
Teoria intuitiva dos Conjuntos, bem como da notacao correspondente.
Note-se que essa descricao depende do uso de simbolos logicos e suas pro-
priedades, que nao serao recordados aqui.

1. Um conjunto é completamente determinado pelos seus elementos. Us-
amos a notacao x € X para dizer que x é um elemento do conjunto X e
x ¢ X para dizer que x nao é um elemento do conjunto X.

2. Um conjunto pode ser definido por extensao, quer dizer, enumerando
todos os seus elementos, ou através de uma propriedade que determina
que elementos tem o conjunto. Por exemplo, o mesmo conjunto pode ser
descrito como

{27 47 6}7



como
{r:2<8AJzeN:zx =2z}

ou ainda como
{z:2 e RA2® — 1227 + 442 — 48 = 0}

onde N e R designam os nimeros naturais e os nimeros reais, respecti-
vamente.

. Existe o conjunto vazio, designado por ) e caracterizado por nao ter ele-
mentos.

. Dados conjuntos X e Y existem o conjunto uniao X U Y, o conjunto
interseccao X NY e o conjunto diferenga X \ Y definidos repectivamente
por

XUY={z:zeXVzreY}
XNnY={z:2€e XANzxeY}

X\Y={z:zeXANx¢Y}

Quando se consideram subconjuntos de um dado conjunto fixo X, usam-
se igualmente as notagoes A° ou A (complementar de A) para designar

X\ A.

. Como se verifica facilmente a partir das defini¢oes, a uniao e intersecgao
de conjuntos sao operacoes comutativas e associativas

XNY =YNX, XN(YNZ)=(XNY)NZ,  XUY =YUX, XU(YUZ)

e distributivas uma sobre a outra:

XN(YuzZ)=(XNY)U(XNZ) XU(YNnZzZ)=(XUY)n(XUZ).
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6. X C Y denota o facto de todo o elemento de X ser também elemento de
Y:
XCY&e(reX=xeY)

SeY C X mas Y # X, usa-se a notacao Y C X.

7. Dados subconjuntos A e B de X, verifica-se também facilmente a validade
das Leis de Morgan:

(ANB) = A°UB‘, e (AUB)" = A°N B".

8. Um elemento x € X pode por sua vez ser também um conjunto. Em

particular, dado um qualquer conjunto X, existe o conjunto das partes
de X:

P(X)={Y:Y CX}
9. Dados conjuntos X e Y, existe o conjunto produto
XxY={(z,y)lre XANyeY}

ou seja, o conjunto cujos membros sao os pares ordenados em que o
primeiro elemento pertence a X e o segundo a Y.

Nota 1.1 A definicao do produto de dois conjuntos X XY pode ser feita a partir das nogoes
anteriores: podemos por exemplo definir

X xY ={{{a},{a,b}}:ac X ANbeY}

Ou seja, cada elemento deste conjunto é um conjunto que tem como membros o conjunto que
tem como unico elemento um a € X e o conjunto que tem como elementos o mesmo a € X
eumbey.

Para vermos que temos uma defini¢ao correcta, basta comprovar que

{{a} {a,b}} = {{e} {e,d}} = a=cnb=d

Nota 1.2 Sem entrarmos numa discussao séria dos problemas mencionados acima, vamos
apenas demonstrar a sua existéncia por meio do talvez mais célebre exemplo, o Paradozo
de Russel. A ideia de que um conjunto possa ser elemento dele mesmo € talvez um pouco
estranha (ou mesmo absurda) mas o facto oposto nao levanta dividas: todos conhecemos



conjuntos que nao sao elementos de si proprios.
Poderiamos entdo imaginar o conjunto (de conjuntos)

U={z:2¢a};

o problema surge quando perguntamos se U é elemento de U: se U € U entao, pela propria
definicao de U, U ¢ U. Se supomos que U ¢ U somos conduzidos a mesma contradi¢ao.

Exercicios 1.1
1. Mostrar que para quaisquer conjuntos A, B e C
AN(BUC)=(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).
e que
(ANB)*=A°UB‘ e (AUB) = A°N B,
onde, por exemplo, A¢ designa o complementar de A na uniao X =
AUBUC: A°= X\ A.
2. Define-se a diferenca simétrica de dois conjuntos como
AAB=A\BUB\A
Mostrar que
e (AAB)AC=AAN(BAC)
e AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

Sugestao: podemos considerar todos os conjuntos envolvidos como sub-
conjuntos de X = AUBUC'. A diferenca simétrica pode entao escrever-se

AANB=(ANB°)U(A°NB),

onde, por exemplo, A° = X \ A. Aplicar as propriedades de distributivi-
dade entre uniao e interseccao e as Leis de Morgan, usando um diagrama
de Venn.

3. Mostrar que, se {A4; : i € N} e {B; : i € N} séo familias de conjuntos
satisfazendo
A D Aii, B; D Biy1,VieN



entao
1eN 1eN 1eN
Sem aquela condicao esta igualdade verifica-se ou nao?

4. Dada uma familia infinita de conjuntos V,, (n € N), mostrar que

a) o conjunto dos elementos que pertencem a um numero infinito de
conjuntos V;, é dado por (\,cn U,sr Vi

b) o conjunto dos elementos que pertencem a todos excepto a um nimero
finito dos conjuntos V;, é dado por JycxN,=r Vo

Nota 1.3 Nos exercicios 3 e 4 anteriores usam-se de modo informal o con-
Junto N dos niumeros naturais e o conceito de infinito, ambos discutidos mais
adiante.

1.2 Funcoes e Relagoes

Intuitivamente, uma funcao é uma correspondéncia entre os elementos de um
conjunto X (o dominio ou conjunto de partida) e elementos de um conjunto
Y (o contradominio ou conjunto de chegada)

Definicao 1.4 uma funcao f : X — Y diz-se

1. ingectiva se
1 # x9 = f(x1) # f(x9) V1,29 € X

2. sobrejectiva se
VyeYdre X : f(zx)=y

3. byectiva se for injectiva e sobrejectiva.

Definicao 1.5 Se f: X - Y, W C X e Z CY definem-se as



e 1magem de W por f:
JW) =A{f(x) -z e W}
e 1magem inversa de Z por f:

[ U Z)={reX: f(z) €7}

Exercicios 1.2

1. Mostrar que
f:N—=N, f(n)=n*+n+1

é uma funcao injectiva mas nao sobrejectiva.

2. Mostar que d : N — N definida por d(n) ser o nimero de divisores
naturais de n, é uma funcao sobrejectiva mas nao injectiva.

3. Dada uma funcao f: X — Y e A, B C X, determinar se
fLAUB) = f(A)U f(B)  f(AnB)=f(A)N f(B)
Se C, D C Y determinar se
ficuD)=fHC)uf (D) fHCND)=fHC)N YD)

Podemos dar uma defini¢cao mais formal de fungao:

Definicao 1.6 Uma funcao com dominio X e contradominio Y € um sub-
conjunto f C X XY satisfazendo a propriedade sequinte: para cada x € X
existe um unico y € Y tal que (x,y) € f.

Ou seja, identificamos a funcao f com o que usualmente se chama o seu
grafico, como consequéncia da habitual representacao grafica de uma funcao
por meio de um sistema de eixos.

Esta definicao de funcao em termos de conjuntos leva a uma outra, mais
geral:



Definigao 1.7 Uma relagao (bindria) entre X eY € um subconjunto R C
X xY.

Encontraremos diversos tipos especiais de relagao particularmente impor-

tantes, como as relacoes de ordem ou de equivaléncia, definidas mais a
frente.
E usual escolher um sfmbolo (por exemplo ) para representar a relagao e
usa-se entao a notacao x X y para significar que x € X e y € Y estao na
relacdo, ou seja (z,y) € R. Quando Y = X dizemos abreviadamente que
temos uma relacao em X (e nao entre X e X).

Definigao 1.8 Uma relagao R num conjunto X €

e univoca se Vx € X,3' € Y : (x,y) € f onde o simbolo 3* significa
“existe um e um so6”

e reflexiva se TRxVxr € X

e simétrica se tRy = yRx

e anti-stmétrica se YRy N yRx = x =y
e transitiva se TRy N yRz = xRz

Uma funcao f : X — Y nao é mais, portanto, do que uma relacao univoca
entre X e Y. Naturalmente, usamos a notacao habitual f(z) =y em vez de

(z,y) € f.

Definicao 1.9 e Uma relacao reflexiva, transitiva e anti-simétrica chama-
se uma relacao de ordem (parcial);

e Uma relacao reflexiva, transitiva e stmétrica chama-se uma relagcao de
equivaléncia;



Exemplo 1.10 : A relagdo de inclusio C definida em P(X), para qualquer
conjunto X, é uma relacao de ordem parcial.

Exemplo 1.11 : Dado um conjunto de conjuntos C, podemos definir uma
relacao ~ por
X~Y & df: X =Y byectiva

Como se verifica facilmente, ~ ¢ uma relacao de equivaléncia.

De uma relagao de equivaléncia R num conjunto X resulta uma decom-
posicao de X numa uniao de subconjuntos, disjuntos dois a dois, que se
chamam as classes de equivaléncia da relacao; cada uma dessas classes
de equivaléncia é um subconjunto (nao vazio) de X cujos elementos estao
em relacao entre si. As propriedades reflexiva, simétrica e transitiva de R
garantem que esta definicao é coerente e que esses subconjuntos sao de facto
disjuntos dois a dois.

Exercicios 1.3

1. Dada uma funcao f : X — X, definimos " : X — X, para m € N,
como a composicao de f consigo mesma m vezes; mais precisamente:

fU(z) =z Vo € X;¥m e N f(z) = f(f"(z)) Vo € X.
Mostrar que a relacao O definida em X por
xQy se Am,n € Ny : fM(z) = f"(y)
¢ uma relagao de equivaléncia.

2. No conjunto N x N = {(m,n) : m,n € N} definimos a relacdo < do
seguinte modo:

(m,n) < (s,t)seesésem < sV (m=sAn<t).
Verificar que < é uma relacao de ordem parcial.

3. Considere-se a seguinte relacao, que denotamos por exemplo por X, em
P(N): X x Y se X AY éum conjunto finito. Mostrar que x é uma
relacao de equivaléncia.



2 Numeros Naturais

O conjunto dos numeros naturais N = {0,1,2,3,...,n,...} e as suas pro-
priedades mais elementares sao familiares a todos:

Esta definida uma operacao de soma a + b € N.

Esta definida uma operacao de produto a x b = a.b = ab € N.
a+b=>b+a.

(a+b)+c=a+ (b+c).

a+b=a+c = b=c.

ab = ba.

(ab) ¢ = a (bc) .

H0&eN:a+0=aVaeN.

.d1eN:nl=n,Vn e N.

S A A o o N N o

—_
)

.ac=bcNc#0 = a=0b.

—_
—_

ca(b+c) =ab+ ac.

Definicao 2.1 a <b < dneN:a+n=0>.

Usamos a notacao a < b com o significado a < b A a # b ou, de forma
equivalente, a < b <= In € N\ {0} :a+n=">0..

A relacao < é evidentemente uma relacao de ordem mas satisfaz além disso
uma outra condicao, que é mais uma das propriedades fundamentais de N:



12. Se a,b € N entao verifica-se uma e uma s6 das condigoes
a<b b<a,a=0.

Além disso,
a<bANb<a = a=b

Uma relacao de ordem com esta propriedade chama-se uma relagao de
ordem total.

Temos finalmente:
13. (Boa Ordenagao): Se X C N, X # (), entdo X tem um primeiro elemento,
isto é
JrpeX:x<axy = ¢ X

Note-se que, por exemplo, o conjunto dos racionais nao negativos satisfaz
todas as propriedades 1 — 12 mas nao a 13.

Estas propriedades caracterizam completamente o conjunto dos niimeros
naturais, isto é, qualquer conjunto que as satisfaca é uma “cépia” de N, sendo
que a propriedade de Boa Ordenacao € a crucial.

Veremos mais adiante que esta propriedade tem como consequéncia

13*. Se X C N satisfaz
i. ng € X,
iiLre X = x+1¢€X,
entao X =N

Nota 2.2 E de facto possivel definir o conjunto dos naturais do sequinte modo: N € um
congunto satisfazendo as sequintes propriedades:

1. Emiste um elemento 0 € N;
2. Eziste uma funcgao (a fung¢ao sucessor) injectiva s : N — N\ {0},
3. Para qualquer subconjunto C' C N, se

i. 0eC,

10



ii. Ve Ne e C = s(z) € C,
entao C = N.

A partir destas propriedades, que se tomam como axiomas, podem deduzir-se a existéncia
das operagoes de soma e produto com todas as propriedades descritas atrds.

Notacao 2.3 Usaremos a notacao
ml={reN:x<m}={0,--- ,m—1}

Com esta notagdo [0] = 0.

Nota 2.4 De facto, nesta notagcao estd presente uma ideia importante, a saber, a de que
poderiamos definir o conjunto dos naturais a partir de nogoes elementares da teoria de con-
juntos, pondo 0 =0, 1 = {0}, 2={0,{0}}, e assim por diante.

2.1 Numeros Inteiros

Ainda que os nimeros naturais sejam suficientes quando se trata de contar
ou ordenar os elementos de conjuntos suficientemente simples, a necessidade
de comparar numeros entre si e de realizar e compreender com clareza as
operacoes aritméticas, conduz naturalmente a introducao do conjunto dos
nimeros inteiros

Z={-,—n,-,—1,0,1,--- ,n,-}

7. satisfaz as propriedades 1-12 e fica completamente caracterizado se es-
tabelecermos além disso que

oeVacZ, I (—a)€Z:a+ (—a)=0
eVacZ,ae NV —aeN

11



Evidentemente, Z nao satisfaz a propriedade 13 (Principio da Boa Or-
denagao). Mas para qualquer a € Z, o conjunto {n € Z : n > a} ja tem essa
propriedade.

Os axiomas dos inteiros tém como consequéncia todas as propriedades bem
conhecidas de que destacamos as seguintes

1.0-a=0,VaeZ
2.ab=0 = a=0Vb=0
3. (—a)(—=b) = ab

O estudo mais aprofundado da aritmética dos inteiros sera iniciado mais
adiante.

Nota 2.5 Em vez de o definirmos de forma axiomdtica, o conjunto 7 pode ser construido
a partir do conjunto dos naturais da sequinte forma:

Considere-se o conjunto N x N dos pares ordenados de nimeros naturais, onde definimos a
relacao R sequinte:

(a,b)R(c,d) < a+d=0b+c.

Chamemos conjunto dos inteiros ao conjunto das classes de equivaléncia de R. Portanto, de
acordo com esta defini¢do, um inteiro pode ser representado por um par (a,b) € N x N, mas
também por qualquer outro par (c,d) tal que (a,b)R(c,d).

Esta definicao, aparentemente artificial, ganha sentido quando pensamos, como se referiu
acima, nos inteiros como o resultado de comparar naturais: o par (a,b) corresponde ao
inteiro (no sentido habitual) b — a. Note-se que esta operacao de subtrac¢do, nao estd bem
definida para quaisquer a,b € N, mas apenas quando a < b. Assim, a relacdao de equivaléncia
R limita-se a exprimir, na linguagem dos naturais, que b —a = d — ¢ e que portanto ambos
os pares (a,b) e (c,d) definem a mesma diferenca de naturais.

Um par (a,b) representa um natural se a < b; o inteiro 0 é representado por qualquer par da
forma (a,a); o simétrico do inteiro representado por (a,b) é representado por (b, a).

Resta verificar como se devem definir as operagoes de soma e produto e a relacao de ordem,
o que se torna claro se sequimos a interpretacao feita de identificar (a,b) com b — a:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
ja que

b—a)+(d—c)=((b+d)—(a+c).
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Do mesmo modo, como
(b—a)(d—c) =bd+ ac — bc — ad = (bd + ac) — (ad + be),
definimos o produto
(a,b) - (¢,d) = (ad + be, bd + ac)

onde as somas e produtos em cada entrada do par ordenado sao as jd definidas para os
naturais.
E, sequindo a mesma ideia,

(a,b) < (c,d) & b+c<a-+d.

O passo final, mas fundamental, desta construcao reside em verificar que a definicao das
operacoes e da relacao de ordem mnao dependem dos representantes escolhidos: temos de
facto que recordar que nesta construg/do um inteiro nao € um par de naturais mas sim uma
classe de equivaléncia desses pares. F necessdrio portanto garantir que se

(a,b)R(a’,V), (e, YR(c,d")

se obtém o mesmo inteiro na soma (a,b) + (¢,d) que na soma (a',b") + (¢/,d'), e o mesmo
para o produto ou para a relagao de ordem. Fazemos essa verificacao para a soma, deizando
as outras como um exercicio. Dizer que estas duas somas representam o mesmo inteiro € o
mesmo que dizer que

((a,0) + (¢, d))R((d", V) + (¢, d));
mas, de acordo com a definicio de soma a que chegdmos anteriormente, isso equivale a
(a+c,b+d)R(d" + 0+ d)
ou seja
atc+b+d=b+d+d+;

ora, como por hipdtese
(a,b)R(d', V), (e, )R(,d),

temos
a+b =b+d c+d =d+¢

e a iqualdade anterior resulta consequéncia das propriedades da soma de naturais.

Um raciocinio semelhante permite construir o conjunto dos racionais e as suas pro-
priedades, a partir de Z. Encontraremos mais adiante uma outra situag¢ao em que definimos
operagoes entre classes de equivaléncia a partir de operagoes nos inteiros.
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2.2 Conjuntos finitos e infinitos

Os numeros naturais sao o resultado da abstraccao, desenvolvida pela hu-
manidade ao longo de séculos, do acto de contar. Mais precisamente, o acto
de contar, como quando conto os livros que tenho numa prateleira, 1, 2,
3, ...,, comecando, por exemplo, da esquerda para a direita, corresponde a
estabelecer uma certa bijeccao entre dois conjuntos: o conjunto dos livros
na prateleira e um certo conjunto de ntmeros. Os numeros vieram assim
substituir outros conjuntos (os dedos das maos, os nés numa corda...) como
conjunto padrao de contagem.

Definicao 2.6 Um conjunto X diz-se finito se existe m € N e uma bijeccao

f:lm] =X
Diz-se entao que X tem m elementos ou que a cardinalidade de X € m,
usando-se a nota¢ao |X| = m. Um conjunto X diz-se infinito se ndao for
finito.

Pode-se formular estas definicoes de outros modos; o teorema seguinte
ilustra esse facto.

Teorema 2.7 Dado um conjunto X, as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

i) X € infinito;
it) Eziste uma funcao f: N — X injectiva;
i1i) Existe uma funcdo g : X — X injectiva e ndo sobrejectiva.

Demonstracao 2.8 Note-se que o conjunto N satisfaz a condigdo iii): basta
tomar
g:N—=N, f(n) =2n.
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Se um conjunto X satisfaz a condicao ii), ou seja, existe f : N — X
injectiva, podemos definir g : X — X do sequinte modo

T se x ¢ f(N)
g(x) =
f@2n)  sex=f(n)

que se verifica facilmente ser injectiva mas nao sobrejectiva.
Portanto ii) = 1iii).

Por outro lado se X satisfaz a condi¢ao iii) ndo pode ser finito; vamos
provar isso por absurdo, supondo que existe algum conjunto finito que satis-
faz iii); como um conjunto finito estd em bijec¢do com [n] para algum n, isso
equivale a supor que existe algum natural n e uma fungao f : [n] — [n] injec-
tiva mas nao sobrejectiva; ora, se i1sso fosse verdade, existiria, pelo Principio
da Boa Ordenacao, um primeiro natural, chamemos-lhe ¢, com essa pro-
priedade. Vamos chegar a um absurdo mostrando que, pelo contrdrio, ¢ — 1
também teria que satisfazer iii). Note-se que se existisse, ter-se-ia de certeza
c>1.

Seja entao
[l —=1d

uma funcao injectiva mas nao sobrejectiva; hd trés casos possiveis:

Se ¢ — 1 nao pertence a imagem de f, chamemos f' a restricao de f
a{0,---,c—2} =[c—1]; f tem imagem contida em {0,--- ,c— 2}, €
injectiva e, como supomos que f € injectiva, f(c—1) ¢ f'({0,---,c—2}).
Ou seja,

ffile=1] = [c—1]

¢ injectiva e nao sobrejectiva.

Se f(c—1) =c—1, a mesma restri¢cao f' do caso anterior dd-nos uma
fungao de [c — 1] nele prdprio, injectiva e nao sobrejectiva.

Finalmente, suponhamos que existem 0 < a,b < c¢—1 tais que f(a) = c—1
e f(c—1) = b; nesse caso podemos modificar a fun¢do trocando estas duas
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imagens, ou seja, definimos

[« sex & {a,c— 1}

g:lc —[d, glx)=< b ser=a

e caimos no caso anterior.

Para completar a demonstragdo do teorema, tem que se provar que i) —>
i1), o que se faz definindo recursivamente os valores de uma fun¢io f: N —
X: se X € infinito entdo certamente nao € vazio e podemos escolher um ele-
mento f(1); como X # {f(1)} (caso contrario seria finito), podemos escolher
f(2) € X\ {f(1)}; e em geral, para qualquer m € N, depois de escolhidos
f(1),---, f(m), podemos escolher f(m+1) € X\{f(1),---, f(m)}. A funcio
f assim definida € sem duvida injectiva. Que este argumento garante de facto
que temos uma funcao definida em N decorre do Principio da Boa Ordenacao
( se f ndo ficasse definida para todo o n € N, haveria um primeiro natural
para o qual nao estava definida e chegariamos a uma contradi¢do).

Nota 2.9 O argumento esbocado no ultimo pardgrafo da demonstracao anterior é mais deli-
cado do que possa parecer a primeira vista e remete-nos, mais uma vez, para oS fundamentos
da Teoria dos Conjuntos: o facto de que, dado um conjunto de conjuntos nao vazios, existe
uma fung¢ao que escolhe um elemento de cada um deles, por muito intuitiva que possa ser,
nao pode ser provado a partir de nogcoes mais elementares e tem que ser, num desenvolvi-
mento rigoroso da Teoria dos Conguntos, tomado como um azioma (o Azioma da Escolha),
que se prova ser equivalente a muitas outras proposicoes, nem todas tao intuitivas.

Estes argumentos devem ser revistos depois de estudado mais a frente o
Principio de Inducao Finita.

A generalizacao da definicao de conjunto finito leva ao conceito geral de
cardinalidade: dizemos que dois conjuntos X e Y tém a mesma cardinal-
idade se existe uma bijeccao f : X — Y e que X tem cardinalidade menor
ou igual a de Y se existe f : X — Y injectiva. Note-se que, para que seja
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possivel comparar de modo coerente as cardinalidades de diferentes conjun-
tos, é necessario demonstrar que se existem

f: X =Y, g:Y —=>X

ambas injectivas, entao X e Y tém a mesma cardinalidade; este resultado ¢ o
Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein, cuja demonstragao é esbocada num
exercicio.

Vamos apenas ilustrar este conceito, mostrando que N e Nx N tém a mesma
cardinalidade:

Exemplo 2.10 Consideremos a func¢ao
h:NxN-— N, h(m,n) =2"(2n+1) — 1.

Notamos primeiro que h é sobrejectiva: qualquer natural positivo é o produto
de uma poténcia de 2 e de um numero impar; portanto, sex € N ex + 1 =
2™(2n + 1), entao x = h(m,n).

Mas h € também injectiva: suponhamos que h(m,n) = h(u,v), e portanto
2M(2n 4+ 1) = 2"(2v 4+ 1); se fosse, por exemplo, u > m, teriamos (2n + 1) =
2U7"M(2u+1) que seria a igualdade entre um nimero impar e um par, absurdo;
logo m = u e portanto 2n +1 =2v + 1, ou seja, n = v.

Exercicios 1.4
1. Dado um conjunto X mostrar que

a) existe uma bijecgdo entre o conjunto P(X) dos subconjuntos de X
e o conjunto {f : X — {0,1}} das fungdes com dominio X e con-
tradominio {0, 1}.

b) nao existe uma funcao ¢ : X — P(X) sobrejectiva.

Sugestao: dada uma funcao qualquer ¢ : X — P(X), considerar o
conjunto Y = {z € X|z ¢ ¢(z)} € P(X).

Supondo que este conjunto pertence a imagem de ¢, isto é, existe
xo € X tal que ¢(zg) =Y, serd que g € Y7
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2. Este exercicio é um guia para a demonstracao do
Teorema 2.11 (Teorema de Cantor-Schréder-Bernstein) Para
quaisquer conjuntos A e B, se existem funcoes injectivas
f:A— B, g: B— A,
entdo existe uma bijeccio h : A — B.

a) Justificar que basta considerar o caso em que B C A e g é a
inclusao;

b) Definem-se recursivamente conjuntos C; C A do seguinte modo:
Co=A\B
Chny1 = f(C,)Vn € N
eh:A— B por
h(x) = { f(x) sexelU,=Cn

T no caso contrario

c) Provar que se z,y € A e x # y entdao h(x) # h(y) (h é injectiva)
separando os diferentes casos: x,y € (J,50 Cn; 2,y € A\(U,1>0 Cn);
LS Unzo C” eyc A\ (Unz() Cﬂ)’

d) Provar que h é sobrejectiva.

3. Usar o Teorema de Cantor-Schroder-Bernstein para mostrar que Q
tem a mesma cardinalidade de N x N e portanto de N.

3 Principio de Inducao Finita

Como foi ja referido, uma consequéncia importante do Principio da Boa Or-
denacao é o seguinte
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Teorema 3.1 Se X C N satisfaz as condigoes

(1) : ky € X,
(ii) : k>kpke X = k+1eX,

entao
X DN\ [ko] .

Demonstragao 3.2 De facto, se o conjunto Y = {x € Njz > kg ANz ¢ X}
nao for vazio, tem que ter, pelo Principio da Boa Ordenacao, um primeiro
elemento, chamemos-lhe a. Como ky € X, tem-se ky < a e portanto ky <
a — 1; por outro lado a —1 € X uma vez que a é o primeiro elemento do
conjunto Y definido atrds.

Mas a condi¢dao ii) do teorema implica entdo que a € X, uma contradi¢ao.
Esta contradicdao decorre de supormos que Y # ).

Nota 3.3 O teorema anterior é de facto logicamente equivalente ao Principio da Boa Or-
denacgao: vamos assumir que N tem a propriedade descrita no teorema e seja X C N um
conjunto nao vazio; queremos mostrar que X tem um primeiro elemento, ou seja, usando a
notagdao entretanto introduzida, queremos provar que existe x € X tal que [x] C N\ X.
Consideremos o conjunto C C N definido por C = {n € N : [n] C N\ X}, temos que
0 € C por definigio, mas, como X # 0, C # N, logo terd que existir algum m € C' tal
que m + 1 ¢ C; mas isso significa que [m] C N\ X enquanto que [m + 1] € N\ X; como
m + 1] = [m| U {m}, deduzimos que m € X e como [m] C N\ X, m € o primeiro elemento
de X.

Este teorema ¢ frequentemente usado da seguinte forma:

3.4 Principio de Indugdo Finita: Se P (n) € uma dada afirmacdo referente
aos numeros naturais n € N tal que :

i: P (ko) € verdadeira;
ii: se k > ko e P (k) € verdadeira entao P (k + 1) é verdadeira;
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entdo P (n) € verdadeira para qualquer n > k.

Exemplo 3.5 llustramos a aplicacao do Principio de Inducdao Finita através
de um exemplo simples: provar por z'ndugio que a 1qualdade

se verifica para todo on > 1.

Comegamos por verificar que a igualdade se verifica para n = 1, o que é
imediato.

Em sequida mostramos que, se a iqualdade se verificar para um certo natural
n entao também se verifica para n + 1: de facto, se

entao

nz:k: (ik‘) +(n+1)=
+

k=1 k=1
_n(n+1) _nmn+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
—T+n+1)— 5 = 5

ou seja a tqualdade € igualmente vdlida para n+1 como queriamos mostrar.
O passo essencial na deducao feita estd na sequnda igualdade, onde usamos
a hipotese de que a tqualdade se verifica para n para substituir o somatorio

Zk . k_ por (n+1)

Exemplo 3.6 Dado r # 1, provar por induc¢ao a formula para a soma dos
termos de uma progressao geométrica com primeiro termo 1 e razao r:

) . n k:_l Tn—i—l
l+r+r"+---+r —E — 1 H’L>_0
r
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Mais uma vez, a igualdade ¢ obviamente verdadeira para n = 0; de modo
semelhante ao do exemplo anterior, se a formula € verdadeira para um natural

n entao, para n + 1 temos

n+1 . n . X 1—7“n+1 )

g r:E ettt = et =
1—r

k=0 k=0

1 — 7"t 4 (1 — )t 11— rnt2

1—r 1—r

ou seja, a formula verifica-se também para n + 1.

Ainda como um terceiro exemplo (que tem a particularidade de ter sido a
primeira exposicao escrita, pelo matematico frances Pascal, da aplicacao do

Principio de Inducao Finita), provamos a chamada:

Proposicao 3.7 Formula do Binéomio

Va,b € R, Vn € N(a + b)” — Z (Z) akbn—k

k=0

en!l =1Xx2x3X---Xn ou mais precisamente n! = Iy (por convengdo
0l=1).

onde

Demonstracao 3.8 Para simplificar a nossa deducao, convém alargar a definicc

, . .. n ) .
dos numeros binomiais I a todos os wvalores inteiros de k:

n!

SR

0 sek<0OVn<k

se0< k<n
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Esta generalizacao permite reescrever a formula como
(a+0b)" = Z ") akprk
p k

onde o simbolo )", significa que o indice k toma todos os valores inteiros:
esta soma de “um numero infinito” de termos € definida como a soma dos
termos nao nulos.

Mais uma vez 0os casosn =0 oun = 1 sao de verificacao imediata; a demon-
stracao de que a validade da formula para um certo n implica a sua validade
para n+1 € um pouco mais complicada que a dos exemplos anteriores e faz-se
do sequinte modo: supondo entao que

(at+b)=3" (Z) ak b

k

temos

(a+b)"" = (a+b)(a+ ; ( ) o
3 (k) SR Zk: (Z) ik _

k

fazendo j = k + 1 no primeiro somatorio,
n , , n
= alp =i afpnt1i=k —
S0 )5
j k
designando de novo por k o indice do primeiro somatorio,

(e (e

(R R Py e
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onde a ultima igualdade € justificada por

n ny n! n! B
(k; - 1) * (k) T D k=) Rk
nlk nfn+1-%k)  (n+1)
T R A T (AR W Rl ] O
que € a conhecida propriedade do triangulo de Pascal (fica sé por comprovar
a igualdade nos casos k <1 ek > n, o que € simples).

Nota 3.9 os exemplos anteriores, além de servirem de ilustracao da aplicacao
do Principio de Inducao Finita, sao tmportantes pelos resultados em si, que
sao igualdades, principalmente as duas ultimas, que devem ser conhecidas.

Antes de dar outro exemplo convém desde ja fazer algumas observacoes:

e I muito natural perguntar “de onde vem” a férmula que é enunciada
para provar. Ou seja, aparentemente, para provar uma certa proposicao
através do Principio de Inducao Finita, é preciso saber ja o que se vai
provar.

Em muitos casos o resultado a provar é sugerido por célculos em casos
particulares ou por um raciocinio menos rigoroso. O Principio de Inducao
Finita serve entao para comprovar a conjectura formulada.

Mas ¢é verdade que muitos dos resultados que provamos por aplicacao
do Principio de Indugao Finita podem ser provados com outras aborda-
gens. Um exemplo disso ¢ a deducao da igualdade do primeiro exemplo
apresentada num exercicio.

e O Principio de Inducao Finita é por vezes mal entendido como um mero
artificio formal; a necessidade de provar

P (k) é verdadeira = P (k + 1) ¢ verdadeira

para finalmente concluir que P(k) é verdadeira (para todo o k > ky,
claro) pode criar a ideia errada de que estamos a admitir antecipada-
mente o resultado que queremos provar.

23



Na verdade, o que se prova naquele passo € a implicacao. Como se sabe, o
facto de uma implicacao a = b entre duas proposicoes ser verdadeira
significa apenas que se a for verdadeira entao b é verdadeira: formal-
mente o valor l6gico de a = b é 0 mesmo de (—a) V b, onde — significa
negacao, e esta proposicao sé é falsa se a for verdadeira e b falsa.

E por isso que a prova da implicagao tem que ser acompanhada pela veri-
ficacao de que P(ky) é verdadeira. Uma boa maneira de compreender isso
é através do seguinte exemplo: suponhamos que, devido a uma gralha, o
primeiro exemplo acima é enunciado assim: provar por inducao que

k=1

se assumirmos que a igualdade é verdadeira para um certo n entao temos,
para n + 1.

n+1 n

Zl{::Zk+(n+1):

n?+n+1 n*+n+1+2n+1)
=g thtl= 2 -
n*+3n+3  (WP+2n+1)+n+2 (n+1P+(n+1)+1
B 2 B 2 B 2 ’

provamos portanto que se a igualdade se verifica para n também se veri-
fica para n+1, ou seja, verificAmos a segunda condicao para a aplicacao do
Principio de Inducao Finita. No entanto, aquela igualdade ¢ obviamente
falsa.

Exercicios 1.5

1. 7 Adivinhar”, calculando os primeiros casos, uma férmula para cada uma
das seguintes somas e demonstra-las :

n

a) 1+3+45+-+(2n—1)=> (2k—1);
k=1
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b) 12 +2% + 3% 4. +n® = 37 k%,
k=1

. Determinar experimentalmente uma relacao de recorréncia satisfeita pelo
nimero maximo (que designamos R,,) de regides definidas por n rectas no
plano. Obter uma férmula fechada para R,, e demonstrar a sua validade.

. Analisar a seguinte dedugéio da féormula

justificando cada um dos passos:

n+1 n n n

Zk@ D (k41 => K +2> k+(n+1)

k=0 k=1 k=1

Portanto

2Zn:k:(n+1)2—(n—l—1):n(n+1)

Determinar, usando o mesmo método, uma formula fechada para a soma:

k=0

. (Nimeros de Fibonacci) Considerar a sucessao de inteiros definida por
recorréncia por

F1 = 1,F2 = 1,
F,=F, 1+ F, 5 n>2.

F,, é chamado o n—ésimo numero de Fibonacci.
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a) Provar que
F+E+F+ -+ F,=F0—1

F1—|—F3+F5+"'+F2nf1 ZFQn
b) 7 Adivinhar” e demonstrar identidades para as seguintes expressoes:
Fo+ Fy+ Fo+ -+ + Fy, =777, F2 . — FyFype =777

5. O jogo das Torres de Hanoi consiste no seguinte: existem trées casas e
uma pilha de n discos, de tamanhos decrescentes da base para o topo, na
primeira casa; pretende-se mover a pilha para a terceira casa, cumprindo
as seguintes regras: so se pode mover um disco de cada vez; nao se podem
colocar discos maiores sobre discos menores.

Qual é o menor nimero de movimentos (dependente de n, claro) necessério
para terminar o jogo?

6. Demonstrar que, para todo o n > 1,

2(Wn+1-1)<

k=

H
5
o

7. Consegue provar por inducao em n que

13 2n—1 ok — 1 1
Vn e N : —Z... = < ?
" 24 on 117 3
E se for
13 2n—1 y72k-—1 1
e — e e e fr— ?
Vn e N : 57 o H .
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10.

11.

12.

13.

. Demonstrar que, para todo o n > 2,

<

]~
S|

"1
k2
k=1

. Mostrar que é possivel colorir com duas cores as regioes planas definidas

por n circunferéncias, de modo a que regioes com um arco de fronteira
comum tenham cores diferentes.

Mostrar que, dados n quadrados, é possivel recorta-los em poligonos de
modo a formar com estes um novo quadrado.
Sugestao: O tnico caso dificil é n = 2.

a) Provar por indugao que, para todo on > 1,

& 1 nBrn+b5)
;k(k+2)_4(n+1)(n+2)’

b) Deduzir (sem usar inducdo) uma férmula semelhante para a soma

SV, 72— onde p é um inteiro positivo
k=1 k(k+p) p p :

s 11 (1 1
Sugestao.w—ﬁ(g—m)

Demonstrar que se —1 < a; < 0, para todo o 1 <1 < n, entao

n

1=1 i=1

Demonstrar, por inducao em n, que

VneN @b >0vi<nA][bi=1)=) b>n

1=1 1=1

Nota: [}, b; designa o produto dos b;, com 1 < i < n.
Sugestao: Se b; = 1Vi, o resultado é evidente; caso contrario, notar que
se by, by, b3, -+ ,b,1 sa0 n + 1 reais positivos tais que H?jll b; = 1, entao

b1, b3, - -+ , b,r1 820 m reais positivos cujo produto é 1; podemos supor
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além disso que, por exemplo, by < 1 < by; mostrar que se 0 < a < 1 < b,
entao ab < a+ b — 1.

14. Usar o resultado do problema anterior para demonstrar o seguinte: dados
n numeros reais positivos a;, 1 <1 < n, verificam-se as desigualdades

n ay+as+---+ay
1 1 1 SnafchQ"'a’nS
1 ag

a’?L

ou seja, usando a notagao para somatoérios e produtos,

As férmulas acima representam, respectivamente, as médias harmonica,
geométrica e aritmética dos numeros a;, 1 <1 < n.

15. Usar as desigualdades do exercicio anterior para provar
n 1 2 .
a) Zk:On_Jrk > 3 \V/TLZ 1,
2n+1 1 .
b) Zk:() n—+k>1Vn21,

Uma outra forma equivalente e por vezes de aplicacao mais directa do
Principio de Indugao Finita é a seguinte:

3.10 Principio de Indugcao Finita ("FORTE”):
Se P (n) € uma dada afirmacdo referente aos nimeros naturais n € N tal
que :

i 0 P(ky) € verdadeira;

it :k>kyeP(ky,P(ko+1),...,P(k) verdadeiras, implica que P (k+ 1)
¢ verdadeira,

entdo P (n) € verdadeira para qualquer n > ky.
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O argumento da demonstrcao da equivaléncia dos dois resultados é resumi-
damente este: O Principio de Indugao Finita ("FORTE"”) implica o Principio
de Indugao Finita, uma vez que se P(k) — P(k + 1) entao também

P(ko) A P(ko + 1) A--- A P(k) = P(k +1);

portanto, se as condicoes do Principio de Inducao Finita estao satisfeitas
também as do Principio de Indugao Finita ("FORTE”) o estao.

Mas reciprocamente o Principio de Inducao Finita implica o Principio de
Indugao Finita (“FORTE”): aplicar este ultimo a P(k) é o mesmo que aplicar
o Principio de Indugao Finita a Q(k) < P(ko) A--- A P(k).

Exemplo 3.11 Como aplicacao desta forma do principio considere-se o sequinte
exemplo: seja x, a sucessao definida pela sequinte recorréncia

xog=0, r1 =1; Tpal = 2T, — Tp_1Vn > 1

Calculando x9 = 2 , x3 = 3, somos naturalmente levados a conjecturar que
se tem x,, = n para todo on > 0. Como o termo de ordem n+1 € definido a
custa dos dois termos anteriores, ¢ mais fdcil fazer a demonstragao através
do Principio de Indugdo Finita ("FORTE”): o cason = 0 € estabelecido pela
propria definicao da sucessao; supondo agora que xp = k para todo o k < n,
concluimos facilmente que temos

an:2xn—xn,1=2n—(n—1):n—|—1

Exercicio 3.12 Usar o Principio de Inducao Forte para demonstrar que a
soma dos angulos internos de um poligono convero com n lados é (n — 2)m.

Nota 3.13 (Definigoes por recorréncia) A ideia da defini¢ao recursiva de uma sucessao,
em que cada termo € definido em funcao de um ou mais termos anteriores, foi jd referida
informalmente e € de grande importancia.

Uma sucessao com termos num conjunto X nao € mais do que uma funcio f : N — X,
usualmente apresentada na forma f(n) = x,; quando definimos a recursao x,.1 = F(x,),
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ou seja, f(n+1) = F(f(n)), com um certo valor inicial xy, deve notar-se que, logicamente,
estamos a admitir jd a existéncia da func¢ao que queremos definir.

Uma dedugcao mais rigorosa da existéncia dessas funcoes pode ser feita do sequinte modo:
seja F': X — X uma funcdo qualquer e xo € X. Provamos por indu¢do que para todo o
n > 0 existe uma unica funcao f, : [n] — X satisfazendo as propriedades

e fu(0) = xo;
o fulk+1) = F(fo(k) Vk <n—1.

Fica claro que se n < m a fungao f, € a restri¢ao de f,, a [n]. Definimos entio f : N — X
pela igualdade f(n) = f(n) para qualquer m > n; se virmos cada fung¢do como uma relagao,
isto é, como um conjunto de pares ordenados (k, f,(k)) € Nx X, podemos simplesmente dizer
que definimos f como sendo a uniao das f,; prova-se entao que f € a unica fungao com
dominio N e contradominio X que satisfaz aquelas propriedades, ou seja, temos o teorema
sequinte:

Teorema 3.14 (Teorema da Recursdo Finita) Seja X um conjunto, v € X, e F :
X — X uma fungao. Entao existe uma unica funcao f: N — X tal que

e f(0) = xo;
o f(n+1)=F(f(n)) YneN.
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