Calculo Diferencial e Integral 1

Exercicios 6: Teoremas do Valor Médio e Formula de
Taylor’

1 (*) - Seja f: R — R uma fungao diferencidvel.
a) Justificar que se lim,_, f'(z) = b € R entao lim, @ =
b:

i) Seja € > 0 arbitrario; existe M tal que |f'(x) — b| < € para
todo o © > M;

ii) sex > M, existe y €|M, z[ tal que f(z) = f(M)+f'(y)(x—
M);

iii) majorar, usando as alineas anteriores,

1 ).

b) Repetir o raciocinio anterior para o caso b = +o0.

¢) A reciproca é verdadeira? Ou seja, é verdade que se lim,,_, ;o fe)

b entao lim, o f'(z) =b 7 ’

2 - Sejam f e g fungodes diferencidveis no intervalo [a, ] e ¢'(z) #
0, para todo o a < x < b.
aplicando o Teorema de Rolle a

f(b) = f(a)

hz) = f(@) = £la) = (9@) = 9(@) 55—

mostrar que existe ¢ €a, b[ tal que

)~ fl@) _ f(
g(0) —gla) ~ gle)

3 - Uma funcao f :]a,+oo[— R tem assintota (a direita) bx + ¢
se
lim f(x)— (bx +¢) = 0.

T—+00



a) Serd verdade que se f tem assintota bx+c entao lim, o f'(z) =
b?

b) Seréd verdade que se lim, ., f'(z) = b entdo f tem assintota
bx + ¢ para algum c € R?

4 - Uma fungdo f é convexa num intervalo I se, para |a,b[C I e
t € [0, 1] se verifica

f((L=ta+1b) < (1—1)f(a) +1f(b).

a) Interpretar geometricamente: f é convexa se o grafico de f no

. / . b)—f(a
intervalo ]a, b[ estd abaixo da recta y = f(a) + %(m —a).

b) Mostrar que se f é diferencidavel em [ e f’ é crescente entao f
¢ convexa nesse intervalo.

c¢) Seja f convexa no intervalo I; mostrar que se xy,-- ,x, € [
e ay,--- ,a, sa0 numeros nao negativos tais que Y .  a; = 1,
entao

flarzy + agzo + -+ apxy) < ayf(1) +aof(xa) + -+ anf2n).

d) Usar o facto de —In(z) ser estritamente decrescente e convexa
no intervalo |0, +o0o| para deduzir as desigualdades

i) Se xq,- - ,x, sdo reais positivos, entao

.. 1 1_ ~
ii) Sex,y>0e + =1 entao

1 1
xy < —af + -yt
p q

5 - Mostrar que se as raizes de um polinémio p(z) de grau n sao
todas reais, entao as raizes de p/(x) também sdo todas reais.



6 - Seja f : [0,2] — R uma funcdo duas vezes diferencidvel.
Mostrar que se

f(0)=0, f(1)=Te f(2)=2

entdo existe a €]0, 2] tal que f”(a) = 0.

7

a) Determinar os polinémios de Taylor de ordem 10, relativos ao
ponto 0, das funcoes cosh(z) e sinh(z).

b) Determinar o polinémio de Taylor de ordem 10, relativo ao
ponto 7/3, de sin(x).

¢) Determinar o polinémio de Taylor de ordem 4, relativo ao ponto
1, de cada uma das seguintes fungoes

i) 1+2z+ 22+ 2% + 2%
i) 1—x+a2? — 2 + 2%

iii) .

8 - Determinar o polinémio p(z) de grau menor possivel que sa-
tisfaz a condicao

cosh(x) — cos(z) — p(x)

lim

=0
z—0 ;U5

9 - Calcular o limite

sin(z) sinh(x) — sin(z?)

lim
z—0 :L’G

10 - Determinar as constantes a e b de modo a que

1+ ax?
1+ b2

cos(z)



seja um infinitésimo da maior ordem possivel.

11 - Mostrar que o polinémio

x

1+2 -2
+2 8

. . . 3
aproxima /1 + & com erro inferior a 2‘307'5, se |z| < 1.

12 - Calcular o polinémio de Taylor de ordem 5 relativo ao ponto

1 da fungao f(x) = #

13 - Calcular as derivadas de ordem 8, 9 e 10 no ponto 0 da
funcao f(z) = =5

—T

3 .

14 - Usando a férmula de Taylor, calcular as constantes A; e B;
na igualdade seguinte
X Al AQ A3 Bl B2

@—2P@+1)? -2 @=27 @=27 Tit1 @rip

Sugestao: multiplicar ambos os membros da equacao por (z — 2)3
num caso e por (z + 1)? no outro.

15 - Determinar se as fungoes seguintes tém um extremo no ponto
0:
a) V24 226 — 7"
b) m— Zat 4+ Za”

16 - Sejam f e g funcoes reais de classe C* definidas num intervalo
contendo 0, cujos polinémios de Taylor de ordem 4 no ponto 0 sao,
respectivamente,

p(x)=1+2°+axteqx) =1—2° + ba'.
a) f e g tém um ponto critico em 0?7 Algum deles é um extremo?

b) Determinar uma condigao nas constantes a e b que garanta que
fg tenha um maximo no ponto 0.



