Calculo Diferencial e Integral 1

Exercicios 1: Principio de Inducao Finita. Proposicoes
com quantificadores

1 - Mostrar que, se 0 < a < 1, se tem para todo on € N

1

l—-na<(l—a)"<
14+ na

Resolugao : paran = 0en = 1 as desigualdades sao obviamente
verdadeiras. Suponhamos que para um certo n elas se verificam;
entao

(1—ay™ = (1-a)"(1 - a) <
por hipotese de inducao e porque 1 — a > 0;
1—a 1
<
l+na = 14+ (n+1)a

& (1—-a)(14+(n+1)a) < 1+na < 1+na—(n+1)a® < 1+na,
e esta tultima desigualdade ¢é evidentemente verdadeira. Portanto

1
(1 _a)n—i—l S -
1+ (n+1)a

e o passo de inducao fica completado.
Do mesmo modo,

(1—a)"™ = (1—a)"(1—a) > (1-na)(1—a) = 1—(n+1)a+na®> > 1—(n+1)a.

2 - Demonstrar as férmulas, validas para qualquer n > 1,
a) Y k=
b) Yohoi K = (ZZ k)" =
€) Popoa (D)FHE = (1= (=1)"(2n + 1));
) - e

2(n+1)(n+2)

2 2(n+1)2

I

1
> ke k(k+1)(k+2)



3 - Determinar uma férmula ”fechada” (ou seja, dependendo apenas
de n, sem somatério) para

n

k=1

e demonstra-la por inducao.
Mesmo problema para

n

Z(—l)k+1k‘2.

k=1

Resolugao (do segundo problema): calculando os primeiros ter-
mos 1, —3,6, —10 e relembrando a férmula dos niimeros triangulares

somos levados a supor que

Sy = (caye D g

2
k=1

Provamos esta igualdade por indugdo; o cason =1 (en =2, n =
3...) foi verificado directamente. Supondo a igualdade para n como
hipétese de inducao, temos

n+1 n

Z(_l)k+lk2 _ Z(—l)k+1k’2+(—1)n+2(n—|—1)2 _ (—1)”+1M+(—1)”+2(n+1)2 _

2
k=1 k=1

n(n+1) n

= 1 (12 = ") — e () - §) = )

como queriamos mostrar.

4 - Mostrar, para todo on > 1,
a) 20V T 1-1) < Y, & <2y
b) ko <25

n+2 (n+1)(n+

2

13
£



Resolugao (da alinea b)): para n = 1 temos igualdade. Su-
pondo que a desigualdade se verifica para um n,

n+1 n

1 1 1 1 1

— =N 4" <co_-4_ - .
;kz ;k2+(n+1)2_ n+(n+1)2’

temos que verificar que

1+ 1 < 1
n (n+1)?2~ n+1l

para completar o passo de inducao. Mas esta desigualdade é equi-
valente a

1 n 1 N n+1 L1 +2
(n+1)2 n+1 n — n+l

1
-2
n

que é obviamente verdadeira.



5 - Demonstre, por inducao em n, que

VneN (b >0Vi<nA][bi=1) =) bi>n
=1

i=1

Nota: []i_, b; designa o produto dos b;, com 1 < i < n.

Sugestao: Se b; = 1Vi, o resultado é evidente; caso contrario, no-
tar que: i) se by, bo, b3, -+ ,b,11 sd0 n + 1 reais positivos tais que
H?jll b;, entao bibs, b3, - -+ ,b,y1 880 n reais positivos cujo produto
¢ 1; podemos supor que, por exemplo, by < 1 < by; Mostre que se
0<a<l<b,entaoab<a+0b—1.

6 - Usar o resultado do problema anterior para demonstrar o se-
guinte: dados n nimeros reais positivos a;, 1 <1 < n, verificam-se
as desigualdades

n artas+---+a
1 1 1 SnCLlCLQ"'CLnS ! 2 =
prontie i M n
1 az

an

ou seja, usando a notacao para somatorios e produtos,

As férmulas acima representam, respectivamente, as médias harménica,
geométrica e aritmética dos nimeros a;, 1 <7 < n.
Usar estas desigualdades para provar
2n
<>
k=n

Vn e N

Wl Do
=



7 - Considerando os conjuntos
I =1[-2,2],

B={zeR:|z+2|+ |z —4| <8},
(z —3)(a* —2)
Gr—D@—2 =

determinar se as proposicoes seguintes sao verdadeiras ou falsas:

U={zeR:

JyeBVxel:z4+yeU
Veeldye B:ax+yeU

Sugestao: para a primeira proposicao, notar que, dado um intervalo
I=la,beyeRsetem {x+y:zel}=a+yb+y
Para a segunda, estudar a negacao da proposicao.

8 - Considerando os conjuntos
A={z eR: |3z -4 > 2%} B={xeR:+/|z] € N}
determinar o valor légico das proposicoes

Vre Bly>aVz(r <z<y= z€ B

Ve ANBIy >z Vz(r<z<y=z€A\B)

Resolucao:
|32—4| > 2* & 32—4 > 2°V3r—4 < —1? & 2°—32+4 < OVa®+32—4 <0,

a primeira condi¢ao ¢ impossivel e resolvendo a segunda inequagao
concluimos que A = [—4, 1]. Po outro lado

B:{ 7_97_47_17()’174797"'}:{inQ:nGN}.

A primeira proposicao ¢ verdadeira: dado x € B, v = £n?, basta
escolher y = = + %, uma vez que nesse caso o intervalo |z, y[ nao
contém qualquer nimero inteiro.

A segunda proposicao ¢ falsa: basta notar que 1 € AN B e que, para

qualquer y > 1, o intervalo |1, y[ nao esta contido em A.



9 - Interpretar cada uma das condicoes seguintes, dando exemplos
de uma funcao g : R — R que satisfaga essa condigao

dJoeRVzeR:g(x)<a
Vr,y €R:(z >y = g(z) <g(y))
VeeRIyeR: (x >y Agly) > g(x))

VyeRIzeRVzeER: x> 2= g(x) >y

10 - Dadas as condigoes

Jda>0Vr e R:g(z+a)=g(x)

VeeRda>0:g(x+a)=g(x)

dar exemplos de uma funcao g : R — R que satisfaca a primeira
condicao e de outra que satisfaga a segunda mas nao a primeira.



