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1. (4 valores) Quantas permutagoes m do conjunto
{1,2,---, 8} satisfazem a condigao

™ = (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)?

Resolugao: seja = € {1,2,--- ,8} um elemento qual-
quer; ele pertence a um ciclo de m de comprimento k e,
sabemos que 2 = k/d, onde d é o maximo divisor comum
de k£ e 3. Ha dois casos possiveis: d = 1, e portanto
k=2,oud=3ek=06.

Assim, uma das solucoes é que 7 s6 tenha ciclos de com-
primento 2, ou seja,

T =1(1,2)(3,4)(5,6)(7,8).

As outras solucoes da equacao tém necessariamente um
ciclo de comprimento 6 e outro de comprimento 2, e va-
mos comprovar que existem 4 X 8 permutacoes nestas
condicoes que satisfazem a igualdade. Temos 4 escolhas
para o ciclo de comprimento 2, e podemos ordenar o ci-
clo de comprimento 6 de 8 maneiras: se, por exemplo,
o ciclo for constituido pelos elementos {1,2,3,4,5,6}, o
ciclo tera a forma

(17 ) 727 ) )7

ha quatro escolhas para 7(1) (qualquer elemento dos ou-
tros dois ciclos) e esta escolha determina o valor de 74(1),



que terda que ser o outro elemento do ciclo de compri-
mento 2 a que pertence m(1); e duas para 72(1) (um dos
dois elementos do ciclo de comprimento 2 restante).

Em conclusao, existem 33 permutacgoes que satisfazem a
condicao do enunciado.

Nota: o problema da outra versao

1. (4 valores) Quantas permutagdes a do conjunto
{1,2,---,9} satisfazem

ot =(1,2,3)(4,5,6)(7,8,9)7

resolve-se de modo semelhante. Nesse caso existem 10
solucoes.

2. (4 valores) Determinar uma férmula para o nimero
de permutacoes do conjunto {1,2,--- ,30} que tém ciclos
de comprimento 2.

Resolucao por aplicacao do Principio de Inclusao-
Exclusao: dado um qualquer ciclo ¢ de comprimento
2, designe-se por X, o conjunto das permutacoes que
contém esse ciclo. A féormula pretendida é

Z(_l)j_l Z ‘Xq M- N ch )

J=1
onde a soma interior é sobre todas as escolhas de j dos
ciclos de comprimento 2 possiveis. Muitas dessas inter-
secgoes sao vazias ( se dois dos ciclos escolhidos tiverem

um elemento em comum) mas a soma pode ser escrita

como
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escolhemos j dos ciclos de comprimento 2 compativeis
e permutamos os restantes elementos; o factor % é ne-
cessario porque a ordem dos ciclos € irrelevante. E veri-
ficamos que j < 15.

Assim, a féormula pretendida é

15

.. 30!
-1
2=V

J=1

2. (4 valores) Determinar uma férmula para o nimero
de drvores com vértices {vy, - -, v40} que ndo tém vértices
de grau 2.

Resolugao: se T; designa o conjunto das arvores em

que v; tem grau 2, queremos subtrair }U?ﬂlTi‘ a0 numero
de todas as arvores com aquele conjunto de vértices.
Se escolhermos um conjunto qualquer de j vértices, o
conjunto das arvores em que esses vértices tém grau 2
pode ser calculado através do codigo de Priifer: temos
que contar os c6digos em que aqueles j vértices (ou mais
precisamente os seus indices) ocorrem exactamente uma
vez, o que é dado pela férmula

38 -
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escolhemos j posicoes no codigo, preenchemo-las com os
j valores escolhidos, completamos o cédigo com os res-

tantes valores.
Portanto, pelo Principio de Inclusao-Exclusao, a férmula



pretendida sera

09 =31 () (%) ao g -
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3. (6 valores) De quantas maneiras nao equivalentes
podemos atribuir pesos nao negativos as arestas de um
poligono regular com 10 lados de modo a que a soma de
todos os pesos seja 40, se duas distribuicoes de pesos sao
equivalentes quando podemos transformar uma na outra
por uma rotacao do poligono?

Resolucao: numeramos as arestas sequencialmente
de 0 a 9 e vamos aplicar o Lema de Burnside; neste caso,
o grupo de permutacoes das arestas do poligono tem dez
elementos 7%, com 0 < k < 10, onde 7 é a permutacao
ciclica

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)

Contamos para cada permutacao o nimero de distri-
buicoes de pesos, nas condigoes do enunciado, que ficam
invariantes por essa permutacao:

- a permutacao identidade 7¥ deixa invariantes todas

as (409+ 9) distribuicoes;

- para os quatro valores de k primos com 10, 7% tem
um unico ciclo de comprimento 10, e portanto a
unica distribuicao invariante é a que atribui o mesmo
peso 4 a todas as arestas;



- para os quatro valores de k tais que mdc(10, k) = 2,
7% tem 2 ciclos de comprimento 5 e as distribuicoes
invariantes correspondem as solucgoes de

Sr+5y=40&xc+y =38
que tem 9 solucoes;

- finalmente, 7 tem cinco ciclos de comprimento 2 e

as distribuigoes invariantes correspondem as solucoes
de

201219+ 2x3+2x4+ 215 = 40 & v1+19t+23+714+75 = 20

20+4
4

Deduzimos que o ntimero pedido é dado pela formula

1 ((40+9 20 + 4
— 4+4 — 205446630.
10(( 0 >+ + ><9+( ) )) 05446630

que tem ( ) solucoes.

3. (6 valores) Um quadrado ¢ dividido em 16 qua-
drados iguais. De quantas maneiras distintas podemos
colorir esses quadrados com 4 cores, com a condicao de
ficarem exactamente 4 quadrados de cada cor, se iden-
tificarmos coloragoes que se podem obter uma da outra
por uma rotacao ou reflexao do quadrado?

Resolucao: as 8 simetrias do quadrado grande de-
terminam outras tantas permutacoes do conjunto dos 16
quadrados menores. Tal como no caso anterior, calcula-
mos o numero de coloracoes, nas condicoes do enunciado,
que ficam invariantes para cada uma delas. A contagem
pode ser facilitada se fixarmos uma ordem para as cores
(chamemos-lhes A, B, C e D) e escolhermos por ordem
os quadrados a colorir com cada cor:



16

4,4,4,4) CO-

- a identidade deixa invariantes todas as (
loragoes;

- ha duas rotagdes por um angulo de /2 que permu-
tam os 16 quadrados em 4 ciclos de 4; cada uma tem
portanto 4! coloragdes invariantes (atribui-se uma
cor a cada ciclo);

- a rotacao por um angulo de 7 e as duas reflexoes so-
bre um eixo que une lados opostos do quadrado téem
8 ciclos de comprimento 2; temos que escolher dois

ciclos para cada cor, de (2 282 5

) maneiras possiveis;
- finalmente, as duas reflexoes sobre eixos que unem
vértices opostos tém quatro ciclos de comprimento
1 e seis ciclos de comprimento 2; ha 4 x (222) cO-
loracoes invariantes em que os quadrados da aiago—
nal tém todos a mesma cor; podemos também colorir
dois conjuntos de dois ciclos de comprimento 2 com
duas cores e atribuir cada uma das outras duas cores
a um ciclo de comprimento 2 e a dois quadrados da
diagonal fixa pela reflexao; para isso, formamos os

quatro conjuntos de ciclos de

1 6 e
2x2\2,2,1,1 2

maneiras: escolhemos os dois conjuntos de dois ciclos
de comprimento 2 e dois pares formados por um ci-
clo de comprimento 2 e por 2 quadrados da diagonal;
temos que dividir por 2 por cada par de conjuntos
do mesmo tipo; e atribuimos as 4 cores a esses con-
juntos.




Chegamos a férmula

1 16 8 6
- 9 x 4l 2 (4
8((4,4,4,4)+ x +3(2,2,2,2)+ ((2,2,2>+6(

que resulta no valor 7885536.

4. (5 valores) G éum grafo simples, conexo e planar,
com 13 vértices. Uma representacao plana de G tem
cinco faces de grau 4, quatro de grau 3 e duas de grau
m. Determinar m.

Resolucao: a féormula de Euler déd-nos a igualdade

2=13—(5x4+4x3+2m)/2+11 < m=6.

4. (5 valores) Dado um grafo planar conexo, regular
de grau 3, em que cada face tem grau 5 ou 6, determinar
o numero de faces de grau 5.

Resolugao: pela formula de Euler,
2=v—-30v/24 (a+D), 5a + 6b = 3v,

onde v é o nimero de vértices, a o nimero de faces de
grau 5 e b o niumero de faces de grau 6; note-se que, como
o grafo é regular de grau 3, o nimero de arestas é 3v/2.
Obtemos um sistema de equagoes

a+b=2+uv/2
S5a 4+ 6b = 3v ’

que implica (por exemplo, multiplicando a primeira equagao

por 6 e subtraindo a segunda) a = 12.
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5. (5 valores) Determinar o polinémio cromadtico de
uma floresta com n vértices e kK componentes conexas.

Resolucao: uma arvore com m vértices tem polinémio
cromdtico p(x) = z(x —1)™"1, o que se pode comprovar,
por exemplo, por inducao em m.

O polinémio cromatico da floresta é o produto dos po-
linémios das diversas componentes conexas.

Se a floresta tem componentes 77, - -- , T}, como nimero
de vértices, respectivamente, my, - - - , my, (sendo que, ob-
viamente, ) . m; = n), concluimos que o polinémio sera

k
Hx(x — )t =gk — 1),
i=1

5. (5 valores) Seja G um grafo conexo que resulta
de acrescentar uma aresta a uniao disjunta de um K3 e
um K. Calcular o polinémio cromatico de G.

Resolucao: Se designarmos a aresta que liga o K3

ao Ky, o polinémio cromético de G \ a é o produto de
p(K3,x) = z(x — 1)(x — 2) por p(Ky,x) = z(x — 1)(z —
2)(x —3).
Como p(G,z) = p(G\ a,z) — p(G/a,x), resta calcular-
mos esta ultima parcela; dadas x cores, colorindo o K}y
de z(x — 1)(x — 2)(z — 3) maneiras possiveis, a cor do
vértice comum, resultante da contraccao da aresta a, fica
determinada, pelo que os restantes dois vértices podem
ser coloridos de (z — 1)(z — 2) maneiras, ou seja,

p(Gla,x) = x(x —1)(z — 2)(z = 3)(x — 1)(z - 2),



e portanto
(G, 2) = 2*(2—1)*(z—2)*(2—3)—z(z—1)*(z—2)*(2z—3) =
=2(x — 1)z — 2)*(z — 3).

6. (3 valores) Mostrar que um grafo simples G é
bipartido se e s6 se satisfazer a seguinte propriedade:

dados vértices x, y e z, se x e y sao adjacentes entao
dist(z, z) # dist(z,y).

Resolugao: uma das implicagoes é simples: se G
¢ bipartido, G[X,Y], dados vértices nas condigdes do
enunciado, podemos supor que x,z € X e y € Y; entao
dist(z, z) é par enquanto que dist(z,y) é impar.

Esta observacao ajuda por sua vez a provar a reciproca:
seja z um vértice qualquer e designemos por X o conjunto
dos vértices a distancia par de z e por Y o conjunto dos
vértices a distancia impar de z. Vamos confirmar que o
conjunto X ¢é independente, ou seja, nao ha arestas en-
tre os seus vértices: se x; e xo sao vértices do lado X
a mesma distancia de z, pela propriedade do enunciado,
eles nao sao adjacentes; se x; for o mais préximo de z
entre os dois, e dist(z,x1) = 2m, se z1 e x5 fossem adja-
centes, dist(z,x2) = 2m + 1, que é impar, contradicao.
O mesmo argumento mostra que Y é um conjunto inde-
pendente, e G = G[X, Y] é bipartido.

6. (3 valores) Mostrar que dado um grafo simples
G conexo e com diametro maior ou igual a 3, o grafo
complementar G é igualmente conexo e tem didmetro
menor ou igual a 3.



Resolucgao: a condigao sobre o diametro diz que exis-
tem vértices = e y tais que dist(x,y) > 3. Seja

T—z1— = Zm =Y

um caminho de comprimento minimo entre aqueles dois
vértices , com m > 2; isso implica que = e y nao sao
adjacentes, que x nao ¢é adjacente a nenhum dos z; com
t > 1 e, de modo semelhante, y nao ¢ adjacente a nenhum
dos z; com 1 < m.

Se u e v sao dois vértices quaisquer, diferentes de x e
y; u nao pode ser adjacente a x e a y (caso contrario,
dist(z,y) < 2) e 0 mesmo acontece com v.

Portanto, em G, quer u quer v é adjacente a pelo menos
um de x e y, que sao eles proprios adjacentes nesse grafo
complementar. Deduzimos que dist(u,v) < 3: em G
existe um dos caminhos

U—2r—u, u—y—u, U—r—Yy—uv, uU—y—xr—u.

Note-se que esta mesma observacao implica que, para
qualquer vértice u, no grafo complementar dist(u,z) <
2 e do mesmo modo dist(u,y) < 2, o que completa a
deducao de que a distancia entre quaisquer dois vértices
em G é menor ou igual a 3.

7. (2 valores) Justificar a seguinte identidade, onde
S(k,n) designa o numero de Stirling de segunda espécie:

ZSmk k) n".

Sugestao : Contar as fungoes f : [m] — [n], segundo a
cardinalidade k da sua imagem.



Resolugao: contamos as fungoes f : [m] — [n], cuja
imagem tem cardinalidade k: decompomos o dominio em
k partes nao vazias, de S(m, k) maneiras, e escolhemos
para cada uma delas uma imagem de n(n — 1)---(n —

n!

k+1) = oy maneiras. Como hé ao todo n™ funcoes,
temos a igualdade.

7. (2 valores) Justificar a seguinte identidade, onde
c(n, 7) designa o numero de Stirling de primeira espécie:

n

N i (m+n-—1)!
Zc(n,])m— CE

j=1
Sugestao : Podemos considerar que duas fungoes f e g
de n] em [m] sdo equivalentes se existir uma permutacao
7 de [n] tal que g = fom.
Contar as classes de equivaléncia.

Resolucgao: o Lema de Burnside aplicado a contagem
destas classes de equivaléncia dé-nos a férmula

O]

onde a soma se faz sobre todas as permutagoes 7 de [n].
Ora uma funcdo f : [n] — [m] ¢é invariante por 7 se ela
tomar o mesmo valor em todos os elementos de cada ciclo
de m; portanto, se 7 tiver j ciclos, existem m’ funcoes
nessas condicoes.

Como existem c¢(n, j) permutagoes de [n] com j ciclos, a
formula fica

1 L
EZc(n,])mJ.
S



Mas, por outro lado, uma classe de equivaléncia é deter-
minada pelos nimeros de elementos de [n] que tém como
imagem cada elemento de [m]: a composi¢do com uma
permutacao 7 altera a constituicao desses conjuntos mas
nao o seu numero. Logo existem (”J”:*l) classes, o que
estabelece a igualdade do enunciado.



