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1 Permutações e decomposição ćıclica

Seja π uma permutação de um conjunto finito. Como
depende a decomposição ćıclica de πk da de π?
A resposta decorre de duas observações simples:

Lema 1.1 Se x pertence a um ciclo de comprimento n

de π, e πm(x) = x, então n | m.

Demonstração 1.2 Basta notar que, se m = qn + r,
com 0 ≤ r < n, então

x = πm(x) = πqn+r(x) = πr(πn)q(x) = πr(x),

o que implica r = 0.

Lema 1.3 Se x pertence a ciclo de comprimento n de π,
então pertence a um ciclo de comprimento n/d de πk,
onde d = mdc(n, k).

Demonstração 1.4 Seja j o comprimento do ciclo de
πk a que x pertence; queremos mostrar que j = n/d.
Como

(πk)n/d(x) = (πn)k/d(x) = x,

deduzimos, pelo lema anterior, que j | n/d.
Por outro lado,

x = (πk)j(x) = πkj(x),



e portanto, pelo mesmo lema, n | kj, o que implica n
d |

k
dj.

Mas como n/d e k/d são primos entre si, isso implica que
n/d divide j.
Portanto, o comprimento do ciclo de πk a que x pertence
é de facto n/d.

Assim, um ciclo de comprimento n de π decompoe-se
em d ciclos de comprimento n/d de πk.


