0.1 Numeros multinomiais

( k) é o numero de maneiras de repartir um n—conjunto X em dois subconjuntos X; e X5, o primeiro com

k e o segundo com n — k elementos.
Note-se a distingao entre os dois subconjuntos que é necessaria quando n = 2k. Por exemplo, se X =
{a,b,c,d}, as partigoes

X1 ={a,b}, Xo ={c,d}

X1 ={¢,d}, Xo = {a,b}
sao contadas como diferentes.
Generalizando, de quantas maneiras podemos repartir os elementos de X em subconjuntos Xi,--- , X,
de modo a que |X;| = k;?
n
Podemos escolher os elementos de X de ( 1

1
por diante. Deduzimos que a resposta é o nimero multinomial

n _(n\[(n—Fk n—ky—ky—- k1) n!
ki ko, -+ ke)  \ka ko k, T klkol e k)

Note-se mais uma vez que a ordem dos conjuntos X; é tida em linha de conta.

. . n—
) maneiras, em seguida os de X5 de <

1 . .
) manelras € assim
2

Exemplo 0.1 De quantas maneiras podemos dividir 25 pessoas por duas equipas de 7, uma de 6 e outra de
5 para trabalharem em quatro projectos diferentes? A resposta €

25 25
5,6,7,7) 561717

1 25
No entanto, se as equipas forem trabalhar todas no mesmo projecto a resposta passa a ser 3 (5 6.7 7> uma

vez que € indiferente a ordem por que consideramos os dois grupos de T pessoas.

Exemplo 0.2 De quantas maneiras podemos ordenar 7 bolas azuis, 6 bolas brancas e 5 bolas verdes?

18
Numa fila com 18 lugares, escolhemos as 7 posicoes das bolas azuis de (7> modos possiveis e em sequida

11
escolhemos de entre as 11 posicoes vagas, as 6 das bolas brancas de (6) modos possiveis. O resultado é
18\ /11y 18" /18
7/\6 /) 765 \7,6,5

19
Note-se que se tivermos 7 bolas azuis, 6 bolas brancas e 6 bolas verdes para ordenar, o resultado é (7 6 6) ,
) k)

que hd

ordens possiveis.

. 1/ 19 . . .
e nao \766) uma vez que trocar as posicoes das bolas brancas com as das verdes cria uma ordena¢ao
) )
diferente.



Tal como no caso dos numeros binomiais, os nimeros multinomiais podem ser gerados pela expansao
algébrica de um polindémio em r varidveis:

Teorema 0.3
E n ki, .k k.
(ml +$2+' xr)n (k17k27.., ,kr>x11$22..-$r

em que

n _ n!
ki koy -+ kr)  kilkal-- k!

e a soma € feita sobre todos os valores (ndo negativos) de ky, ke, -+ , k., tais que
ki +ko4--+k =n

Demonstragao 0.4 Podemos demonstrar a igualdade, a semelhanca do caso do Teorema do binomio, justi-
. k k s

ficando que ao desenvolver o lado esquerdo como soma de mondémios da forma xy'zs> - - - zkr este mondmio

ocorre tantas vezes quantas as maneiras de escolher ki factores para contribuir com um x1, ko factores para

contribuir um s, etc.

Exercicio 0.5 Em alternativa, demonstrar o teorema por inducdo em r, assumindo como verdadeiro o
Torema do Bindmio, ou seja, o caso r = 2.

Exemplo 0.6 Qual o coeficiente de x'° no polinémio p(x) = (1 + x + 22)522

Usando o teorema (identificando 1, x e x% com varidveis x1,x2,x3)
52 52
1 +x+ x2 52 — 1k1xk2 SU2 ks — xk2+2k3
( ) Z ki, ko, k3 @) Z ki, ko, k3 7
k1,k2,ks k1,k2,k3

onde a soma se faz sobre todos os k1, ks, k3, ndao negativos, tais que ki + ko + ks = 52.
Para sabermos o coeficiente de x'9, temos que somar os nimeros multinomiais em que ky + 2ks = 10. Como

k‘l:52—]§2—k’3:52—(10—2k3)—k‘3:42—|—k3,

podemos usar ks como parametro e obtemos (designando k3 apenas por k)

> 52
= 74993207380.

Este exemplo pode ser interpretado como respondendo a pergunta: se retirarmos 10 cartas de dotis baralhos
idénticos (cada wm com 52 cartas), quantos conjuntos diferentes se podem obter?



0.1.1 Multiconjuntos
Os nimeros multinomiais foram interpretados nos exemplos acima de duas maneiras: (k1 kQ" k ) representa

- o numero de maneiras de decompor um conjunto com n elementos numa uniao disjunta de subconjuntos
com cardinalidades k1, ko, - - , ky;

- o numero de maneiras de ordenar ki cépias de um elemento A, ko cépias de um elemento A,, etc.

Esta segunda interpretacao justifica a definicao de Multiconjunto: informalmente, um multiconjunto é
apenas um conjunto com elementos repetidos; por exemplo, {1, 1,2, 2, 2,4} é um multiconjunto com elementos
de {1,2,3,4,5}.

Mais formalmente, tal como um subconjunto de X se identifica com uma fungéo f : X — {0, 1}, podemos
identificar um multiconjunto com uma func¢éo f : X — N em que f(x) nos d4 o nimero de ocorréncias de z

no multiconjunto. Se
> f@) =k

reX

dizemos que f define um k—multiconjunto com elementos de X.
Temos portanto que o nimero de k—multiconjuntos com elementos de [n] é ("*7 ™).

Exercicio 0.7 Justificar esta dltima férmula do seguinte modo: um k—multiconjunto com elementos em [n]
corresponde a uma sucessao (a;) (em que 1 < i < k) satisfazendo

I<ai<ax<--<ap<my
Associamos a (a;) o k—subconjunto de [n + k — 1]
{a1,a2+1, - Jap, +k —1}.

Resta verificar que temos uma bijec¢ao entre os k—multiconjuntos com elementos em [n] e os k— subconjuntos
de [n+k —1].

0.2 Principio do Pombal

Até aqui consideramos apenas problemas de contagem. Existe um tipo diferente de problemas em que o que
estd em causa é determinar qual é o nimero minimo de elementos que um conjunto tem que ter para que
certa propriedade se verifique. O exemplo mais elementar que se pode dar é o seguinte:

suponhamos que queremos distribuir n bolas por k caixas e queremos garantir que pelo menos uma das
caixas fica com mais do que uma bola. Evidentemente, a condi¢ao para que isso acontega é que n > k.
Dito de outro modo, temos o seguinte

Principio do Pombal: Se X e Y sao conjuntos finitos e | X| > |Y|, entdo nao existe qualquer fungao
f: X — Y injectiva.
Mais geralmente, se f: X — Y e |X| > k|Y|, entdo existe algum y € Y tal que |f~1(y)| > k.

Apesar da sua simplicidade, este principio tem aplicagOes inesperadas.



Exemplo 0.8 Dados 5 pontos do plano com coordenadas inteiras, existe pelo menos um par deles para o
qual o segmento de recta que os une contém outro ponto de coordenadas inteiras.

Se 0s 5 pontos tém coordenadas (x;,y;) (com 1 < i <5) e considerarmos os pares ordenados
(z; mod 2,y; mod 2)

verificamos imediatamente que, uma vez que s6 hd quatro resultados possiveis, existem indices i # j para 0s
quais
r; =x; mod 2 ¥i=y; mod 2

e entao o ponto médio desses dois pontos

T+ Ty Yi +Yj
2 72

terd coordenadas inteiras.

Os dois exemplos que se seguem sao mais complicados.

Exemplo 0.9 Dado n, seja ai,az, -+ , 0,241 uma sucessao de niumeros diferentes entre si. Entdo existe
uma subsucessdo mondtona de comprimento n + 1.

Para verificar que é de facto assim, chamemos b; ao comprimento da maior subsucessdo decrescente com
ultimo termo a;; se b; > n + 1 para algum i, nao hd nada a demonstrar; caso contrdrio, tem que haver
n + 1 valores iguais, ou seja existem a;,,Gi,, - - , @i, ., termos (com iy <ig < -+ < ipy1) tais que a maior
subsucessao decrescente terminando em qualquer deles tem comprimento b. Mas entdo concluimos que

iy < Qiy <00 < Qg

(porque, se a;; > ai, ., como existe uma subsucessao decrescente de comprimento b com dltimo termo a;,,
acrescentando-lhe a;;,, obtemos uma subsucessdo decrescente, de comprimento b+1, com 4ltimo termo a;, )
e temos portanto uma subsucessao crescente de comprimento n + 1.

Exemplo 0.10 Este exemplo envolve uma aplicacao do principio do pombal a uma drea diferente: dado
um irracional «, é claro que existem racionais tao prorimos de o quanto desejarmos, mas para obtermos
aproximacgdes cada vez melhores temos que escolher racionais com denominador cada vez maior; mais pre-
cisamente, se firarmos um natural QQ e considerarmos o conjunto dos racionais com denominador menor ou
igual a Q, existe um, e um sd, deles que estd a uma distincia minima d(Q) de «. Portanto, se quisermos
uma aprorimagao racional de o com erro inferior a d(Q) temos que usar racionais com denominador maior
que Q.

Como a distancia entre dois racionais consecutivos com denominador menor ou igual a @ é sempre menor
ou igual a 1/Q, vemos que d(Q) < 1/(2Q) e portanto para obter uma aprozimagdo racional de o com erro
inferior a §, podemos escolher entre os racionais com denominador menor ou igual a Q com Q > 1/(20).

O resultado sequinte diz-nos que de facto podemos obter uma aproximagao p/q com erro inferior a ¢
desde que q > \/m Assim, enquanto que pelo raciocinio anterior, para garantir uma aprorimagdo com
erro inferior a 10™% teriamos que considerar racionais com denominador até 5000, o teorema sequinte garante
a existéncia de uma aprorimacdo dessa ordem com denominador menor ou igual a 100.



Teorema 0.11 Se « ¢ irracional e Q € N existe pelo menos um racional p/q com 1 < q < Q tal que

p 1 1
2

a—=—l<—<
ql qQ " ¢

Demonstragao 0.12 Podemos evidentemente supdr que « estd no intervalo [0, 1]. Considerem-se as partes
fracciondrias dos Q + 1 niumeros
a,2a,-+,(Q+ Da

Se dividirmos o intervalo [0,1] nos n subintervalos

[0, 1/@},[1/62,2/@],"‘ 7[(@ - 1)/@7 1]

concluimos que existem duas daquelas partes fracciondrias que ficam no mesmo subintervalo; concretamente,
existem 1 < 1 < g2 < Q + 1 e inteiros p1 e pa (que sao as partes inteiras, respectivamente, de qra e gacr)
tais que

| (g2 — p2) — (e —p1) [< 1/Q

Designando ¢ = g2 — q1 € p = p2 — p1, obtemos

lgo —p| < 1/Q = |a —p/q| < 1/(qQ)

e como q < Q temos a desigualdade final.

1 Distribuicoes, particoes e funcgoes

Deduziu-se ji que o ndmero de maneiras de fazer k escolhas, com (possivel) repetigdo e sem ordem, num
n+k— 1)

i .

Podemos também interpreta-lo, como vimos, como o nimero de modos de distribuir k£ bolas, todas iguais,

por n caixas diferentes. Se as escolhas forem sem repeticao, elas podem ser interpretadas igualmente como

distribuicgoes injectivas de bolas em caixas, ou seja, em que cada caixa nao recebe mais do que uma bola.

n~-conjunto, é dado por (

Do mesmo modo, o nimero de maneiras de fazer k escolhas, com ordem (sem ou com repetigdo) num
n-conjunto, pode ser identificado com o niimero de maneiras de distribuir (de forma injectiva ou nao) k bolas
distintas por n caixas distintas.

Esta analogia leva a que classifiquemos entao diversos problemas de contagem com recurso a essa imagem
concreta, de acordo com o quadro seguinte.

Distribuicoes (“bolas em caixas”):



todas injectivas sobrejectivas
k bolas # | n caixas # nk nk n!S(k,n)
<

k bolas # | n caixas = | Y., S(k,i) 1 22 ]]: > Z S(k,n)

k—1 k-1
k bolas = | n caixas # (n + i ) (Z) (k B n)

. . n 1 sek<n

k bolas = | n caixas = | Y ., pi(k) 0 seko>n Dn (k)

S(k,n) e pn(k) designam-se, respectivamente, nimeros de Stirling de segunda espécie e niimeros
de particao.
A introducao destas novas notagoes para identificar operacoes de contagem sugere que esses niimeros nao se
representam de forma simples a custa de outros ja conhecidos, como os niimeros binomiais ou multinomiais.
Analisaremos a seguir mais em pormenor as propriedades mais imediatas destes nimeros.
No fim desta secgao, faremos a interpretacao sistematica das varias entradas do quadro em termos de fungoes

[ k] = [n].

1.0.1 Particoes de um conjunto e Numeros de Stirling de segunda espécie

Definigao 1.1 : Uma n-parti¢cio de um conjunto X € uma familia de subconjuntos X1, Xo, -+, X, ndo
vazi0s tais que
XiNnX; =0, Vi#j

E evidente que cada distribuicao sobrejectiva de k bolas distintas por n caixas iguais corresponde exac-
tamente a uma n-parti¢do de [k] e reciprocamente, e portanto

Definicao 1.2 : O numero de n-particoes de um k-conjunto designa-se numero de Stirling de sequnda
espécie S(k,n).

O numero de distribuigoes de k bolas distintas por n caixas iguais, sem a restricao de nao haver caixas
vazias, é igual ao ntmero de distribuigbes em que se usam j caixas com j a variar entre 1 e n, e é portanto
igual a Z?:1 S(k,j). Obviamente, S(k,n) = 0 se n > k; Zle S(k,4), que conta todas as parti¢oes de um
k—conjunto, tem a designacdo de Ntimero de Bell e a notagao Bell(k).

Alguns factos bésicos:

Lema 1.3 Sek>0en<0,S(k,0=0;sen>0ek<0,S50,n)=0;5(0,0)=1;



S(k,1) = S(k, k) = 1;

Sk, k—1) = (S) ;

Para justificar a ultima igualdade, note-se que se temos uma particao de um k-conjunto em k£ — 1 sub-
conjuntos, um deles tem 2 elementos enquanto que todos os outros tém apenas 1. Portanto S(k,k —1) é o
nimero de maneiras de escolher os dois elementos que ficam juntos.

Nota 1.4 O wvalor S(0,0) = 1 (hd uma dnica maneira de distribuir zero bolas por zero caizas que é nao
fazer nada...) pode ser justificado mais formalmente notando que existe uma dnica funcdo f : 0 — 0, que é
ela prépria o conjunto vazio, e que essa funcao deve ser considerada sobrejectiva (ndo existe nenhum valor
no contradominio que ela nao assumal)

Exemplo 1.5 Podemos calcular directamente S(k,2): das 2% maneiras de decompor um k-conjunto X na
unido disjunta de dois conjuntos A e B, temos que excluir os casos A =0 e B = (}; além disso (as caizas
sGo iguais...) uma decomposi¢io identifica-se com a contrdria: se X = {0,1,2,3,4,5},

A={0,1,2}, B ={3,4,5}, A=1{3,4,5},B={0,1,2}

sao a mesma particio de X.

Portanto S(k,2) = LQ—Q —9gk=1_ 1

Esta dltima expressao pode também ser justificada assim: se fizarmos um elementos x € X, escolhemos um
subcongunto nao vazio A C X \ {z} e juntamos x ao seu complementar para formar o subconjunto B.

Para calcular S(k,3), podemos escolher um j-subconjunto (ndo vazio e que nao seja o conjunto todo)
A e depois decompor o complementar em dois subconjuntos ndo vazios B e C, usando a férmula anterior;

obtemos
=1
)2kt — ).
> (5o

j=1

Mas esta formua ainda nao € o que queremos porque distinguimos wm primeiro subconjunto: por exemplo,
com o mesmo X anterior, as particoes

A={0},B=1,C=1{2,3,4,5}), A={1},B=0,C={2,3,4,5}

sao contadas como diferentes.
Mas é facil ver que cada partigio de X em trés subconjuntos ndo vazios € contada eractamente 3 vezes na
formula (uma por cada dos subconjuntos).

Um resultado bem mais importante é a seguinte:

Proposicao 1.6 : Os numeros de Stirling de sequnda espécie satisfazem a formula de recorréncia

S(k,n)=8Sk—-1,n—-1)4+nSk-1,n), Vk>0,Vn <k



Demonstragao 1.7 Deduzimos este resultado considerando um k-conjunto X, um elemento x € X e sepa-
rando as n-particoes de X em dois casos: se x fica sozinho num subconjunto, os restantes k — 1 elementos
tém que ser divididos por n — 1 subconjuntos e existem portanto S(k — 1,n — 1) particoes em que x fica
sozinho; por outro lado, fazer uma n-particio de X em que x nao fica sozinho € o mesmo que fazer uma
n-parti¢io de X\ x, o que se pode fazer de S(k—1,n) maneiras, e escolher depois em qual dos n subconjuntos
fica x, o que nos dd a segunda parcela.

Esta férmula permite construir facilmente um quadro com os valores de S(k,n) para valores pequenos
das varidveis, semelhante ao triangulo de Pascal para os ntimeros binomiais:
na tabela abaixo, as linhas correspondem aos valores de k e as colunas aos de n; omitiram-se, para maior
clareza de leitura, os valores 0 que ocorrem acima da diagonal.

1 2 3 4 5 6 7
1)1
211 1
311 3 1
411 7 6 1
511 15 25 10 1
611 31 9 65 15 1
711 63 301 350 140 21 1

Note-se que, tal como acontece nas linhas dos triangulo de Pascal, se excluirmos os valores nulos, cada
linha comega e termina com S(k,1) = S(k, k) = 1 e é, além disso, uma sequéncia unimodal: é constituida
por um segmento inicial crescente até atingir um valor maximo e por um segmento decrescente. No entanto,

estd ausente a simetria bem conhecida dos nimeros binomiais: i = i)
n—

Uma outra observacao fundamental é

Proposicao 1.8 : O nimero de fungdes sobrejectivas de um k-conjunto num n-conjunto € dado por n!S(k,n).

Demonstragao 1.9 : Uma funcdo f : [k] — [n] sobrejectiva determina uma n-parti¢ao de [k
X13X27”' aXTL

em que
X, ={ze€lk]: f(x) =1}

E duas fungdes sobrejectivas f e g dao lugar & mesma n-particao se houver uma bijecgio o : [n] — [n],
tal que g = o o f. Como existem n! bijec¢ies de [n], temos a igualdade.

Usamos esta interpretagdo dos nimeros de Stirling de segunda espécie para calcular S(k,2) e S(k,3):



Uma fungao sobrejectiva f : [k] — [2] fica completamente determinada pela escolha de um subconjunto
S C [k] nao vazio e de complementar nao vazio de modo a que

0 sexelS

fz) =
1 sexelk]\S

Como h4 2% —2 subconjuntos S nessas condigoes, concluimos da proposicao anterior que S(k,2) = 28=1 -1,

Para contar as fungdes sobrejectivas f : [k] — [3], podemos proceder contando as nao sobrejectivas: existem
3 fungdes cuja imagem consiste num tnico elemento; para cada escolha de dois elementos em [3], existem,
como vimos no caso anterior, 2 — 2 funcoes f : [k] — [3] cuja imagem consiste nesse dois elementos; como

3 3
podemos escolher estes de <2> maneiras, existem 5 (2% — 2) funcgoes f : [k] — [3] cuja imagem conté

exactamente dois elementos. Existem ao todo 3% funcdes logo o niimero de funcoes sobrejectivas f : [k] — [3]

é 3k—3—<g)(2’<—2)

k-1 _ 1
S(k,3) = ST — (21 -1

e portanto

E em principio possivel generalizar esta ideia e, para cada n, encontrar uma férmula para S(k,n). No
entanto nao temos uma férmula fechada (ou seja sem recorréncias), dependente apenas de k e n.
O melhor que podemos obter é uma férmula que nos dd S(k,n) como um somatério. Essa férmula serd
deduzida como aplicagao de um dos principios fundamentais da combinatéria enumerativa, o Principio da
Inclusao-Exclusao.

1.0.2 Particoes de um niumero

Designamos por p, (k) o ntimero de maneiras de distribuir k bolas iguais por n caixas, também iguais entre
si, sem deixar qualquer caixa vazia.

Uma vez que no caso da quarta linha do quadro, nao hé distingao entre bolas nem entre caixas, cada
distribuicao sobrejectiva é totalmente caracterizada pelos nimeros de bolas das diversa caixas, nao interes-
sando a ordem destas. Podemos entao colocar estes n nimeros positivos, cuja soma é k, por uma ordem
(por exemplo, ndo decrescente) e concluir que p, (k) é o niimero de solugdes em inteiros de

r1+-xny =k, z; >0, r <--- <z,
ou seja, do seguinte sistema de uma equacao e n inequagoes

x1+-xy =k
0<z
1 < X2

Tn—1 g Tn



Portanto, p, (k) é o nimero de parti¢goes ndo ordenadas de k em parcelas positivas. E exactamente porque
nao nos interessa a ordem, podemos representa-las sempre em ordem nao decrescente.
Temos, por exemplo, p3(7) = 4, notando que as solugdes nesse caso sao

14145
1+2+4
1+3+3
2+2+3

Apesar da equagao
1+ =k, z; >0

ter sido resolvida no caso geral de forma muito simples, nao existe para p,(k) uma férmula com grau de
simplicidade sequer comparavel.
Alguns factos de verificacao imediata a partir da definicdo:

Lema 1.10 1. se k <n entdo p,(k) =0 (aplicando o principio do Pombal);
2. p1(k) =1 para todo o k > 0;
3. px(k) = pr—1(k) = 1 para todo o k > 0.

Definimos igualmente p(k) = Zszl pn(k).
Os numeros de particao serao tema para uma Ficha Complementar.

Exercicios VI 3.

1. Mostrar que os nimeros de Stirling de segunda espécie satisfazem a recorréncia

k

k
Sk+1,n)= ()S j,n—1
(ktm) = 32 (5)SGm =1
Jj=n
2. Mostrar que, para todo o m,
m
mk = S(k,j)ymi
=0

Sugestao: O lado esquerdo da igualdade representa o nimero de fungoes de [k] em [m]. Classificar
essas funcgoes em fungdo do ndmero de elementos da sua imagem A C [m].

3*. Mostrar por indugdo que para cada n a sequéncia S(n,1),S(n,2),---,S5(n,n) é unimodal: existe j(n)
tal que
(a) S(n,r—1) < S(n,r)sel <r<jn)
(b) S(n,j(n)) = S(n,j(n) +1);
(¢) S(n,r) > S(n,r+1) se r > j(n);
(d) Além disso j(n+1) =j(n) ou j(n+1) = j(n) + 1.

10



1.0.3 Distribuicoes e funcoes

Adaptando a linguagem das funcoes, dissemos que uma distribuicdo é injectiva se nenhuma caixa fica com
mais que uma bola, e sobrejectiva se nao ficam caixas vazias.

E chamou-se igualmente a atengao para o facto de que as distribuigoes com bolas diferentes por caixas
distintas (primeira linha do quadro) se identificam exactamente com fungoes f : [k] — [n]. Verificamos agora
que os outros tipos de distribuicoes se podem por sua vez identificar com classes de equivaléncia daquelas
fungoes.

Considere-se a segunda linha; se colocarmos provisoriamente etiquetas nas caixas temos de novo o caso da
primeira linha; quando é que duas fungoes f e g se identificam ao retirarmos as etiquetas? Isso acontece
se e s6 se existir uma bijeccio 7 : [n] — [n] tal que g = mo f. E evidente que isto define uma relacio de
equivaléncia:

1. A relagdo é reflexiva: para toda a funccéo f : [k] — [n], f = to f, onde ¢ designa a bijeccao identidade
de [n].

2. A relacdo é simétrica: se g =7 o f entdo f =7 Log.

3. A relagdo é transitiva: se g=7mofeh=cogentdo h=(com)o f.

Note-se que se f e g sao equivalentes por esta relagao, g é injectiva se e s6 se f o for e 0 mesmo se passa
quanto a sobrejectividade. Podemos portanto interpretar cada distribuicao de k bolas distintas por n caixas
iguais como uma classe de equivaléncia, para a relagao definida acima, de fungoes de [k] em [n].

Do mesmo modo, as distribui¢oes da terceira linha do quadro podem ser identificadas com classes de
equivaléncia de funcoes, desta vez para a relagao definida por: f e g sao equivalentes se existe uma bijeccao
T:[k] = [k] tal que g = for.

E, finalmente, as distribui¢oes da tltima linha identificam-se como classes de equivaléncia de fungoes para
a relacao definida por: f e g sdo equivalentes se existem bijecgoes

tais que
g=mofor

Se soubéssemos compreender exactamente como estas diversas relagoes de equivaléncia identificam fungoes
umas com as outras, poderiamos deduzir formulas para todas as linhas a partir das da primeira. Foi isso
alids que fizémos na deducao de S(k,n) a partir do ntmero de fungoes de [k] em [n] sobrejectivas; o que se
passa nesse caso é que a primeira relacdo de equivaléncia junta exactamente n! fungoes em cada classe de
equivaléncia.

Infelizmente, a situagdo nos outros casos nao é tao simples. Voltaremos a este problema de, dada uma certa
relagao de equivaléncia num conjunto, contar as classes de equivaléncia, noutro ponto do curso.
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