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Justifique todas as respostas

1. (4 val.) Determine se é prolongável por continuidade à origem a função

f : R2 \ {(0, 0)} 7→ R definida por f (x, y) =
x6 + y2

x2 + y4
.

R: f (0, y) =
1

y2
não é limitada numa vizinhança de y = 0, logo f não é

limitada numa vizinhança de (0, 0) e portanto não pode ser prolongável por
continuidade a (0, 0).

2. Seja f : R3 7→ R3 definida por f (x, y, z) = (xz, 2 + z, xy2) e g : R3 7→ R
uma função diferenciável no ponto (1, 3, 1) e tal que

∇g (1, 3, 1) = (0, 1, 2) .

Considere a função h = g ◦ f .

(a) (3 val.) Calcule a matriz Jacobiana de f .

R:

Df (x, y, z) =

 z 0 x
0 0 1
y2 2xy 0





(b) (3 val.) Calcule a derivada de h segundo o vector v no ponto (1, 1, 1),
∂h

∂v
(1, 1, 1), com v = (0, 1, 1) .

R: As derivadas parciais de f são cont́ınuas, pelo que é uma função de
classe C1 e portanto diferenciável (em R3). Como f (1, 1, 1) = (1, 3, 1) e
g é diferenciável em (1, 3, 1) temos pelo teorema da derivação da função
composta que h é diferenciável em (1, 1, 1) e portanto

∂h

∂v
(1, 1, 1) = Dh (1, 1, 1)v

= Dg (1, 3, 1)Df (1, 1, 1)v

=
[
0 1 2

] 1 0 1
0 0 1
1 2 0

0
1
1


= 5

3. (4 val.) Determine a recta normal e o plano tangente à superf́ıcie.

S =
{

(x, y, z) ∈ R3 : z = x4 − y2
}

no ponto (1, 0, 1) .

R: A superf́ıcie S é o conjunto de ńıvel 0 da função F (x, y, z) = x4−y2−z
de classe C1. Então a direcção normal a S no ponto (1, 0, 1) é a direcção
de ∇F (1, 0, 1). Como ∇F (x, y, z) = (4x3,−2y,−1), temos ∇F (1, 0, 1) =
(4, 0,−1). Donde obtemos a recta normal a S no ponto (1, 0, 1) que é

{(1 + 4t, 0, 1− t) : t ∈ R}

e o plano tangente que é{
(x, y, z) ∈ R3 : 4x− z = 3

}
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4. Considere a função f : R2 → R definida por

f (x, y) =


1 +

2x3

x2 + y4
se (x, y) 6= (0, 0)

1 se (x, y) = (0, 0)

(a) (3 val.) Calcule as derivadas parciais ∂f
∂x

(0, 0) e ∂f
∂y

(0, 0).

R:
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f (t, 0)− f (0, 0)

t
= lim

t→0

1 + 2t− 1

t
= 2

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f (0, t)− f (0, 0)

t
= lim

t→0

1− 1

t
= 0

(b) (3 val.) Mostre que f é diferenciável na origem.

R: A função f é diferenciável na origem se lim
(x,y)→(0,0)

ε(x,y)√
x2+y2

= 0 com

ε (x, y) = f (x, y)− f (0, 0)− ∂f

∂x
(0, 0)x− ∂f

∂y
(0, 0) y.

Como ε (x, y) = 1 +
2x3

x2 + y4
− 1− 2x = − 2xy4

x2 + y4
,

∣∣∣∣ 2xy4

x2 + y4

∣∣∣∣ =
2 |x| y2y2

x2 + y4
6 y2

e y2√
x2+y2

6 |y| obtemos

∣∣∣∣ ε(x,y)√
x2+y2

∣∣∣∣ 6 |y| . Uma vez que lim
(x,y)→(0,0)

|y| = 0, con-

clúımos que f é diferenciável na origem.
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