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Apresente e justifique todas as respostas

[5.0 val.] 1. Calcule o integral da funcao f : R® — R definida por f(z,y, z) = 2% no conjunto
A={(z,y,2)eR*:2>0,y>0r—-1<z<1—y}

usando integrais do tipo [([([ f(z,y, z) dy)dx)dz.

Solugao: As condigoes implicam —1 < z < 1. A interseccao de A com o plano definido por

um valor de z fixo é determinada por
O<e<l+z0<y<]l—z,

e o integral é
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[5.0 val.] 2. Usando uma mudanga de varidveis adequada, calcule o volume do conjunto

A={(z,y,2) eR®*: 202 + 2> < z < 1+ 2> + 9% y > 2 > 0}

Solugao: Em coordenadas cilindricas (p, 0, z) tem-se:

T T
<<=, 2 <z<1+p%
4 9’ 1Y z +p

Portanto, o volume do conjunto A é dado por

/;’ (/01 </2:p;dz) dp) de—/g (/01 (p+p° —2p%) dp) db = f—6
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3. Seja f o campo definido em R? por

o) = (00 e ).



[3.0 val.]

4.0 val.]

3.0 val.]

4.

a) Determine o integral de f ao longo do segmento de recta que vai de (2,0) para (0,2).

Solugao: f ¢ um campo vectorial de classe C'(R?) e v: [0,2] — R?, ~(t) = (2 —t,t) é
um caminho regular que percorre o segmento de recta dado no sentido indicado. Entao,
o trabalho de f ao longo desse segmento é

/2 (t+e4,e4—2+t)-(—1,1)dt:(—2)/2dt:—4

b) Verifique se f é um campo fechado e determine o integral de f ao longo do caminho
71 : [0,1] — R? definido por

o (2) ().
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Solugao: Como f € C'(R?),

Ofe olatu)? olau)?
6)y(l°y)—1+2(x+y) e 6):E(ﬂﬁy)—2<9ﬁ+y) 1,

f nao é um campo fechado. Pelo teorema de Green, sendo D o conjunto definido por
22+ y? <4ex+y>2 oqual é um dominio elementar,

8Df dy //%—a{; rdy = —2Ap,

onde 0D ¢é percorrida mantendo D a esquerda e Ap =7 — 2 é a area de D.

Entao,
l/fdv—/J“Mq—/‘fd7—4—%n
v 7 oD

onde 7; é o caminho da alinea anterior, e o integral pedido é

/yf~d7:—27r

Usando adequadamente o teorema de Fubini, mostre que se tem
o0 f B o0 f
oxdy  Oyoz’

sendo f : R? — R uma funcao de classe C%. (Sugestdao: Suponha que existe um ponto (a, b)
em que a igualdade nao se verifica).

Solugao: Sem perda de generalidade no ponto (a,b) tem-se
0*f o0 f

oydr  Oxdy > 0.

Sendo f uma funcao de classe C?, existe um intervalo I =|ay, as[x]by, ba[ que contém o
ponto (a,b) onde se tem

0 f (z.1) 0 f
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OyOx Y Oxdy

(z,y) >0, V(z,y) € 1.



Assim,

o*f
// (81/895 &vay (z, y)) dxdy > 0.

Usando o teorema de Fubini, tem-se

az b aZf b as 82f
O —_—
- /a1 ( b1 8y8x <:C y)dy) e /b1 < a1 al’a ( y>d ) dy

— / (gi( Jby) — gi(a:,bl)>d:c—/:2 (g—g(az,y)—%(al,w)dy

= f(a27 bz) - f((h, bQ) - f(CLQ, bl) + f(al, b1) - f(az, 52) + f(GQ, bl) + f(ala b2) - f(ah bl)
= 0.

Portanto,
’*f  f
0xdy  Oyox’




