CDI 2
1° MAP45 (Versao A) - 22 de Marco de 2023 - 19h, Duracao: 45 minutos
Resolucao abreviada

1. Considere as fungoes f : R*\{(0,0)} — R e g : R*\{(0,0)} — R definidas por
x? 3y

— e g(1,y) = ———.
\/3xt + 2y4 9(z.y) \/3xt + 24

a) (3 val.) Calcule, ou mostre que nao existe, o limite de f no ponto (0, 0).
Solugao: No ponto (0,0), os limites direccionais de f dependem de m ji que

flx,y) =

2 2
1
hm f (x,mz) = lim ’ = lim i
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Logo a funcdo f nao tem limite no ponto (0,0).

b) (3 val.) Calcule, ou mostre que nao existe, o limite de g no ponto (0, 0).
Solugao: Como

‘ 2y 2yl _ latyl _ latyl eyl

\/3xt + 2y N /3xt + 2yt V32t C22v3 VB

para qualquer (z,y) € R*\{(0,0)}, obtem-se

0< lim |g(z,y)—0] < lim 24|

R R O,
(z,9)—(0,0) (z,y)—(0,0) \/_

donde se conclui que lim, ,)—.(0,0) g (z,y) = 0.
2. Considere a funcao f : R? — R definida por
F(@,y) = ™ + cos (ay) — 2.

a) (3 val.) Calcule as derivadas parciais 3 of =~ (z,y) e a L (z,7). Sera f uma funcio de classe C?
Solucgao: As derivadas parciais de f sao dadas por

af of

— (x,y) = ye™’ —ysin (zy) e = (z,y) = xe® — xsin (zy),

5 (&Y =Y ysin (zy) ay( y) (zy)

donde se deduz pelas propriedades bésicas das fungoes continuas (soma, produto e composi¢ao
de fungdes continuas) que as fungdes < 9 ¢ f sao continuas em R2. Logo a funcao f ¢ de classe

Cch



b) (3 val.) Recorra a alinea anterior para calcular o seguinte limite
I e 4 cos (zy) — 2
im .
(,y)—(0,0) Va2 +y?

Solugao: Como f ¢é de classe C'!, sabemos que f ¢ diferencidvel em (0,0). Como f(0,0) =0e
% (0,0) = g—; (0,0) = 0 (pela alinea anterior), isto significa que

Ll beos@y) -2 (@) = £(0,0) = % (0,00~ 5 (0,0)y

(#9)—00) /22 4 42  @w)—(00) N

donde se conclui que

=0,

im € + cos (zy) _

(2,5)—(0,0) Va2 +y?

c) (4 val.) Admita que uma fungao g : R*> — R?, diferencidvel no seu dominio, satisfaz

0.

g@JD—(LW)eDﬂQO)—{i g].

Calcule a matriz jacobiana de f o g no ponto (0,0), D(f o ¢)(0,0).

Solugao: Sendo f de classe C'!, sabemos que ¢ diferencidvel no ponto g(0,0) = (1, 7). Assim,
porque g é diferencidvel em (0,0), a funcdo f o g é diferencidvel em (0,0) com matriz jacobiana
dada por

D(fog)(()?O) - Df (9(07(])) Dg(0,0) - Df(laﬂ-)Dg(O?O) = |: g_jmt(l’ﬂ-) 3_5(1771-) Dg(0,0)

= [ mem eﬂ]“ g]—[zweﬂ 2me™ | .

3. (4 val.) Determine a recta tangente e a recta normal a curva definida por
{(x,y) e R?: 2(m—|—y)2+3(90—y)2 :5}

no ponto (1,0).
Solugao: Se considerarmos a funcao diferencidvel f : R? — R, definida por

flay) =2(@+y)’+3(@-y)7,

temos

C={(z,y) eR*:2(x+y)* +3(x —y)* =5} = {(z,y) eR?: f(z,y) =5},

Como (1,0) € C, sabemos que o vector Vf (1,0) = (10, —2) & ortogonal a C' no ponto (1,0).
Logo a recta tangente e a recta normal & curva C' no ponto (1,0) sao, respectivamente,

{(1,0) +£(2,10) : t € R} e {(1,0) +¢(10,—2) : t € R}.



