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Resolucao abreviada

1. Seja f : R? — R a funcdo definida por

ry
———, se(z,y) #(0,0)
f(;p, y) = AV 3$2 + 2y2
0, se (z,y) = (0,0).
(2 val.) (a) Mostre que f é continua na origem.
Resolucao: Sendo
Yy Yy
[l y)| = < <ly
R Werm vl Rl Wl e
tem-se
lim  f(z,y) = f(0,0
(,y)—(0,0) (z-9) (0.9
e, portanto, a fun¢do f é continua na origem.
(2 val.) (b) Decida sobre a diferenciabilidade de f na origem.
Resolucao: Note-se que f(@ ) -7 e, portanto, a derivada de f segundo o
x V5|z|

vetor (1,1) na origem n3o existe, ou seja, a fun¢do f n3o é diferencidvel na origem.

(2 val.) 2. Seja f:R?® — R uma funcio diferenciavel tal que f(0,0,0) = 0. Sendo

hz,y,2) = f (f(zy,2* + 2%, 2), zseny, seny)

h

determine 2(0,0,0) em fungdo das derivadas parciais de f no ponto (0,0,0).
Y

Resolucdo: Sendo h = f o g onde g : R? — R? é dada por

g(z,y,2) = (f(zy, 2> + 22, 2), zseny, seny),

usando a regra da cadeia, obtemos

oh _of 991 of 0go af 093
5, (0:0,0) = =:(0,0,0).571(0,0,0) + 5(0,0,0).57(0,0,0) + 57(0,0,0).57(0,0,0).
Uma vez que

g1 _of of of _

5 (0,0,0) = 5 (0,0,0).2/(0,0,0) + 5 (0,0,0).0 4 57(0,0,0).0 =0,

992 dg3

aiy(O,O?(D = 2 cosY|,00 =0 e @(07070) = €08 Y|(0,0,0) = 1,
temos 9 o/

5 (0,0,0) = 57(0,0,0).



(2 val.)

(3 val.)

(2 val.)

(2 val.)

(2 val.)

3. Escreva uma expressdo para o volume do sélido
V:{(x,y,z)€R3:0§:U§1,0§y§1,0§z§27x27y2}

usando um integral iterado da forma [([( [ dy)dz)dz.

Resolucao:

1—a? V2—z—22
vol(V // /1dydzdm+// / 1dydzdzx.
1

4. Calcule o volume do sélido
D = {(x,y,z) ER3 2?42 <2< 2— a2+ 92 yZO}.
Resolucao: Usando uma mudanga de coordenadas para coordenadas cilindricas

g(p,0,2) = (pcosb, psend, z)

2—p
vol(D /// pdzdpdﬁ——ﬂ

5. Considere os campos vetoriais F': R? — R? e G : R?\ {(2,0)} — R? definidos por

obtemos

F(z,y) = (2y—cos(m2),3x+2 sen(yQ)) e G(zy) = (— = 2‘7;2 P _$2;22+ y2> )

(a) Serd F' um campo gradiente? Justifique a sua resposta.

Resolucao: Uma vez que

0F; 0F,
1 _9 _ 7z
oy 73= Ox’

o campo F' ndo é fechado, e portanto n3o pode ser gradiente.
(b) Calcule j{ (F'+ G) - dg, onde C ¢ a fronteira do intervalo [—1, 1] x [—1, 1] percorrida
C

uma vez no sentido anti-horario.
Resolucao: O campo G ¢ fechado e a curva C é homotdpica a curva constante no

seu dominio, pelo que 7{ G - dg = 0. Desta forma, usando o Teorema de Green,
¢,

%(F—FG)-dg:ng-dg:// <8F2—6F1>dxdy:2x2:4.
c c —11]x[-1,1 \ Oz Oy

6. Considere o conjunto dos tridngulos planos isésceles de perimetro P. Mostre que um deles
tem a maior area possivel e determine os comprimentos das respectivas arestas.

Resolugdo: Considerem-se os tridngulos com vértices nos pontos (—z,0), (z,0), (0,y), em
que x > 0,y > 0.

Cada um destes tridngulos tem uma aresta de comprimento 2x e as outras duas com o

mesmo comprimento \/x2 + 2.



(3 val.)

7.

Assim, o perimetro P de cada um destes tridngulos é dado pela expressio 2x + 2+/x2 + 2.
Note-se que P = 2z + 2¢/22 + y2 & 4Pz + 4y> — P2 = 0.
A area de cada um destes tridngulos é definida pela expressio xy.

Definindo f : R? — R por f(z,y) = zy e F : R> = R por F(z,y) = 4Pz + 4y* — P?,
pretende-se determinar os extremos de f sujeitos a condicdo F' = 0.

Recorrendo ao método dos multiplicadores de Lagrange tem-se

y =4AP
xr = 8\y
4Px + 4y> — P?2 =0,

de onde se obtém
P 3P

r=—,Y

6 6

: P . : : : :
Assim, 22 = (/a2 +y2 = 3 ou seja, o tridngulo isdsceles de drea maxima é equildtero
com arestas de comprimento 3"

Note-se que f(z,0) = f(0,y) =0 e f(z,y) > 0 no conjunto

{(z,y) ER*:2>0,y >0, 4Pz +4y* — P> =0} .

Seja pa(x) = an(N)z™ + ...+ a1(A)x + ap(N) a expressdo de um polinédmio de grau n na
varidvel real z cujos coeficientes sio funcdes de classe C'! do pardmetro real A. Suponha que
o polinémio pg possui n raizes reais distintas. Prove que o polinémio p) possui também n
raizes reais distintas para || suficientemente pequeno. (Sugestdo: Recorde que a derivada
de um polinémio n3o se anula numa raiz simples.)

Resolugdo: Consideremos a funcdo F : R? — R, de classe C!, dada por F(x,\) = py(z),
e seja xg uma raiz do polindmio pg. Uma vez que py tem n raizes distintas, todas as suas
raizes s3o simples, e portanto pj(zg) # 0. Desta forma, temos F'(z0,0) = po(zo) = 0
e %—I;(:UO,O) = py(zo) # 0, pelo que o Teorema da Fungdo implicita garante que numa
vizinhanga do ponto (z9,0) as solu¢des da equagdo F(x,\) = 0 < py(z) = 0 podem ser
escritas na forma z = f(\), com f de classe C'. Este argumento pode ser usado para
cada uma das raizes de pg; tomando as vizinhancas correspondentes a cada raiz suficiente-
mente pequenas para n3o se intersetarem, o que implica tomar |\| suficientemente pequeno,
garantimos que as solugdes correspondentes a diferentes raizes sdo distintas, ou seja, que a
equacdo py(z) = 0 possui pelo menos n solu¢des distintas. Mas como py é um polinémio
ndo pode ter mais que n raizes distintas. (Para ver que este resultado ndo é verdade no
caso de raizes muiltiplas, considere-se o exemplo py(z) = 22 + \.)



