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Resolução abreviada

1. Sejam A = {(x, y) ∈ R2 : −1 < y < 2− x2} e f a função definida em A por

f(x, y) =


xy sen(x)

2| sen(x)|+ y2
se (x, y) ∈ A \ {(0, 0)}

0 se x = y = 0

Seja D o conjunto de pontos em que a função f é diferenciável.

a) Determine o conjunto de pontos em que a função f é cont́ınua.[2,0]

Resolução:

Pelas propriedades das funções cont́ınuas, f é cont́ınua em A \ {(0, 0)}.
Sendo

|f(x, y)| = |x||y|| sen(x)|
2| sen(x)|+ y2

≤ |x||y|,

conclui-se que f é cont́ınua na origem, ou seja, é cont́ınua em A.

b) Calcule, caso existam, as derivadas parciais da função f na origem.[2,0]

Resolução:

Sendo f(t, 0) = f(0, t) = f(0, 0) = 0, tem-se

∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

f(t, 0)− f(0, 0)

t
= 0 e

∂f

∂y
(0, 0) = lim

t→0

f(0, t)− f(0, 0)

t
= 0.

c) Determine o interior e a fronteira do conjunto D.[4,0]

Resolução:

Pelas propriedades das funções diferenciáveis, f é diferenciável em A \ {(0, 0)}.
Dado que f e suas derivadas parciais são nulas na origem e

|f(x, y)|√
x2 + y2

≤ |x||y|√
x2 + y2

≤ |x|,

conclui-se que f é diferenciável na origem e, portanto, em A.

Assim, sendo A aberto o seu interior é o próprio A. A fronteira de A é:

{(x, y) ∈ R2 : y = −1, y ≤ 2− x2} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y ≥ −1, y = 2− x2}.

2. Sejam f(x, y) = (x cos 2y, x sen 2y) e w(u, v) = uv − 3u.[5,0]

Sem determinar a função w ◦ f , calcule o respectivo gradiente no ponto (1, π/4).

Resolução:



Seja z(x, y) = (w ◦ f)(x, y). O gradiente de z é

∇z(x, y) =

(
∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
e a derivada de z é

Dz(x, y) =

[
∂z

∂x

∂z

∂y

]
= Dw

(
f(x, y)

)
·Df(x, y)

=
[
v − 3 u

]
(u,v)=f(x,y)

·
[
cos 2y −2x sen 2y
sen 2y 2x cos 2y

]
Tem-se f(1, π/4) = (0, 1) e

Dz(1, π/4) =
[
−2 0

]
·
[
0 −2
1 0

]
=

[
0 4

]
.

Portanto o gradiente de w ◦ f no ponto (1, π/4) é (0, 4).

3. Considere a curva definida pela função[4,0]

γ(t) = (t, t2, 0), t ∈ R.

Determine o número de pontos da curva em que a recta

{(x, y, z) ∈ R3 : y = 0, z = 0},

é normal à curva.

Resolução:

A curva é
γ(t) = (t, t2, 0), t ∈ R.

O vector tangente é
γ′(t) = (1, 2t, 0).

O plano normal à curva no ponto γ(t) é o plano perpendicular a γ′(t) que passa por γ(t).

A recta
{(x, y, z) ∈ R3 : y = 0, z = 0}

é o eixo Ox e tem vector diretor v = (1, 0, 0). Para que o plano normal contenha essa recta,
é necessário que o seu vector diretor seja paralelo ao plano normal, isto é, γ′(t) · v = 0. Mas

(1, 2t, 0) · (1, 0, 0) = 1 ̸= 0,

e portanto não existe nenhum ponto da curva com a propriedade pedida.

4. Seja f : Rn → R uma função de classe C1 tal que f(0) = 0 e[3,0]

⟨∇f(x), x⟩ = 0, ∀x ∈ Rn.

Mostre que f é constante em cada semi-recta {tx : t ≥ 0}. Conclua que

f(x) = 0, ∀x ∈ Rn.



Resolução:

Fixe-se x ∈ Rn. Consideremos a função

φ : [0,+∞) → R, φ(t) = f(tx).

Como f é de classe C1, a função φ é diferenciável. Pela regra da cadeia,

φ′(t) = ⟨∇f(tx), x⟩.

Aplicando a hipótese dada,

⟨∇f(y), y⟩ = 0 para todo y ∈ Rn,

ao ponto y = tx, obtemos
⟨∇f(tx), tx⟩ = 0.

Para cada t > 0, temos então
t ⟨∇f(tx), x⟩ = 0,

e, portanto,
⟨∇f(tx), x⟩ = 0.

Logo,
φ′(t) = 0 para todo t > 0.

Daqui conclúımos que φ é constante em (0,+∞), e por continuidade também em [0,+∞).
Assim, f é constante em cada semi-recta {tx : t ≥ 0}. Em particular, para t = 1, temos

f(x) = φ(1) = φ(0) = f(0).

Como f(0) = 0, segue que

f(x) = 0 para todo x ∈ Rn.


