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Resolucgao abreviada

1. Sejam D = {(z,y) € R? : |z| + |y| < 1} e f a fungao definida em D por

M se (z,y) € D\ {(0,0)}
fl@y) =9 22+ 3y Y ’
0 serx=y=0

Seja C' o conjunto de pontos em que a fungao f é continua.

a)

b)

Determine o conjunto C.

Resolucgao:

Pelas propriedades das fungoes continuas, f é continua nos pontos (z,y) # (0,0). Nos
restantes pontos de D tem-se

2y
= — <
| f(z,y)] P s |y

e, portanto, ( l)m% )f(x, y) = 0= f(0,0), ou seja, f é também continua na origem.
z,y)—(0,0

Assim, C' = D.

Determine o interior e a fronteira do conjunto C'.

Resolucgao:
O interior de C' é o conjunto

{(z,y) €R*: [a| + |y < 1}.
A fronteira de C' é o conjunto

{(z,y) e R*: ||+ [y| = 1}.

Calcule, caso existam, as derivadas parciais de f em (0,0) e a derivada de f segundo o
vector (—1,1) no ponto (0,0).

Resolucgao:
Sendo f(t,0) = f(0,t) = £(0,0) = 0, tem-se

f 0 0) = lig TED=FQO) _ o 0F oy SOH-F0.0 _
oz =0 t Ay P ;
Sendo f(—t,t) = i tem-se
’ 1+ 3t
of St = f(0,0) || 1 set>0
50<0,0)_1£% t _15%15(1_1_3752) N ] set <0,

ou seja, %(O, 0) nao existe.



2,0] d) Indique, justificando, se f é diferencidvel na origem.

Resolucgao:
Se f fosse diferencidvel na origem ter-se-ia

of
—(0,0) =V f(0,0)-v=0.
0,00 = 70,0 0
) . of L - L .
Mas, da alinea anterior, (9_(0’ 0) nao existe e, portanto, f nao é diferenciavel na origem.
v
5,0] 2. Sejam f(x,y) = (v — 3y + 22y, 2z + 5y — 3zy) e g: R* — R? fungoes diferencidveis. Dado

que
e

calcule D(go f)(2,1).

Resolucgao:

Tem-se f(2,1) = (3,3). Logo

D(gof)(271):D<g>(373)'Df<2’1)
:{2 11}'[1%—23/ —3+2x}
7 5 2—3y H—3y

[-5 20
16 3]

(2,1)

[4,0] 3. Considere a superficie
S={(z,y,2) €R®: 2 +¢y* + 2% =3}.

Determine os pontos de S em que o plano tangente é paralelo ao plano

r+y+z=0.
Resolugao:
Defina
F(z,y,2) =2* +y* +2* - 3.
Entao

S={(z,y,2) ER*: F(x,y,2) =0}

O plano tangente a S no ponto (z,y, z) tem vector normal
VF(z,y,z) = (2x,2y,2z2).
Queremos que o plano tangente seja paralelo ao plano
r+y+z2=0,
cujo vector normal é (1,1,1). Logo, deve existir A € R tal que

(2x,2y,2z) = A(1,1,1).



3,0]

4.

Portanto,
A
r=y=2z=—.
Y 2

Substituindo em 22 + y? + 22 = 3, obtemos 322 = 3, isto é, 22 = 1. Assim, x = £1. Como
xr =y = z, os pontos pedidos sao (1,1,1) e (—1,—1,—1).

Sejam ¢, h : R? — R continuas na origem e defina

flx,y) =vg(z,y) +yh(z,y).

Mostre que f é diferenciavel na origem e calcule D f(0,0).

Resolugao:

Como ¢ e h s@o continuas na origem, os valores g(0,0) e h(0,0) estao bem definidos. Defi-
namos a aplicagao linear

L(z,y) = ¢g(0,0) x + h(0,0) y.

Vamos mostrar que
fla,y) = f(0,0) + L(z,y) + o(ll(z, y)I)-

Em primeiro lugar,
£(0,0) =0-¢(0,0) 4+ 0-Ah(0,0) =0.

Além disso,

f(x,y) = L(z,y) = z(g(z,y) — 9(0,0)) + y(h(z,y) — h(0,0)).

Logo,
|f(z,y) — Lz, y)| < [=][g(z,y) — g(0,0)| + [yl |h(z,y) — h(0,0)].
Como
[zl < [l@ )l e [yl <zl
obtemos

[f(z,y) = Lz, y)| <[z, 9)] (!g(ﬂs, y) = 9(0,0)] + |z, y) = h(0, O)I)-
Dividindo por ||(z, )], para (z,y) # (0,0), fica

|f(x,y) — L(z,y)|
[ (z,y)ll

Fazendo (x,y) — (0,0), o segundo membro tende para 0, pela continuidade de g e h na

origem. Portanto,
lim ]f(x,y)—f(0,0)—L(a:,yﬂ
(2,9)(0,0) (. )]

Concluimos que f é diferenciavel na origem e que

<lg(z,y) — g(0,0)] + [h(z,y) — h(0,0)|.

=0.

Df(0,0) = L.

Assim,
Df(0,0)(u,v) = g(0,0) u+ h(0,0) v.

Em particular, identificando a derivada com a matriz linha,

Df(0,0) = (9(0,0), h(0,0)).



